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■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ❣*♥*#❛❧❡
▲❛ "✐"♠♦❧♦❣✐❡ ✈♦❧❝❛♥✐,✉❡✱ ❝♦♠♠❡ "♦♥ ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐,✉❡✱ ❡"1 ❧✬21✉❞❡ ❞❡ ❧❛ "✐"♠✐❝✐12
♦❜"❡4✈2❡ "✉4 ❧❡" 2❞✐✜❝❡" ✈♦❧❝❛♥✐,✉❡"✳ ❉❡♣✉✐" ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉" ❞✬✉♥❡ ✈✐♥❣1❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥2❡"✱
❧❛ "✐"♠♦❧♦❣✐❡ ✈♦❧❝❛♥✐,✉❡ "✬❡"1 ❞✐✛24❡♥❝✐2❡ ❞❡ ❧❛ "✐"♠♦❧♦❣✐❡ ❡1 "❡ ♣42"❡♥1❡ ❛✉❥♦✉4❞✬❤✉✐
❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❡♥ ❞✐"1✐♥❝1✳ ❈❡ ❞2✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥1 ❛ "✉✐✈✐ ✉♥ ❜❡"♦✐♥ ❞❡ ♣❧✉" ❡♥
♣❧✉" ✐♠♣♦41❛♥1 ❞❡ ♣♦✉✈♦✐4 ❝♦♥♥❛=14❡ ❡1 ❝♦♠♣4❡♥❞4❡ ❧❡" ♣4♦❝❡""✉" ♣❤②"✐,✉❡" ❡1 ✱ ❞✬✉♥❡
♠❛♥✐?4❡ ♣❧✉" ❣2♥24❛❧❡✱ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐4 ❝♦♠♣4❡♥❞4❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐,✉❡ 24✉♣1✐✈❡ @ ❧✬♦4✐❣✐♥❡ ❞❡
❝❡11❡ "✐"♠✐❝✐12✳ ❊♥ ❞2✈❡❧♦♣♣❛♥1 ❞❡" 1❡❝❤♥✐,✉❡" ❞✬❛♥❛❧②"❡ ❞❡ ♣❧✉" ❡♥ ♣❧✉" ❛❞❛♣12❡"
@ ❧✬21✉❞❡ ❞❡" "✐❣♥❛✉① "✐"♠♦✲✈♦❧❝❛♥✐,✉❡"✱ ❞✐✛24❡♥1" ♣4♦❝❡""✉" ♠❛❣♠❛1✐,✉❡" ♦♥1 ❞2❥@
♣✉ D14❡ ✐❞❡♥1✐✜2" ❡1 ❛""✐❣♥2" ❝♦♠♠❡ 21❛♥1 @ ❧✬♦4✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡41❛✐♥" ❞❡ ❝❡" "✐❣♥❛✉①✳
◆♦✉" ♣♦✉✈♦♥" ❝✐1❡4 ♣❛4 ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡" ♠♦✉✈❡♠❡♥1" ❞❡ ✢✉✐❞❡" ✲ ♠✉❧1✐♣❤❛"✐,✉❡" ✭❧✐,✉✐❞❡✱
❝4✐"1❛✉①✱ ❣❛③✮ ♦✉ "❡✉❧❡♠❡♥1 ❣❛③❡✉① ✲ ✐❞❡♥1✐✜2" ❝♦♠♠❡ 21❛♥1 ❧❡" ♣4♦❝❡""✉" ♣4✐♥❝✐♣❛✉①
❞❡ ❢♦4♠❛1✐♦♥ ❞❡" "✐❣♥❛✉① ❧♦♥❣✉❡✲♣24✐♦❞❡ ✭▲K✮ ❞♦♥1 ❧❡" ✈✐❜4❛1✐♦♥" "♦♥1 ❜4?✈❡"✱ ❡1 ❞✉
142♠♦4 ✈♦❧❝❛♥✐,✉❡ ❞♦♥1 ❧❡" ✈✐❜4❛1✐♦♥" ♣❡✉✈❡♥1 ♣❡4❞✉4❡4 "✉4 ❞❡ ♣❧✉" ❧♦♥❣✉❡" ♣24✐♦❞❡"
❞❡ 1❡♠♣" ✭❞❡ ,✉❡❧,✉❡" ♠✐♥✉1❡" @ ♣❡4♠❛♥❡♥1✮✳ ❯♥ ❛✉14❡ ♣4♦❝❡""✉"✱ ❛114✐❜✉2 @ ❧❛
❣2♥24❛1✐♦♥ ❞❡" "✐❣♥❛✉① ❞✐1" ✈♦❧❝❛♥♦✲1❡❝1♦♥✐,✉❡" ✭❱❚✮✱ ❡"1 ❧❛ ❢4❛❝1✉4❛1✐♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉
❡♥❝❛✐""❛♥1✱ ❢♦4♠2 ♣❛4 ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛1✐♦♥ ❞❡" 4♦❝❤❡" ✈♦❧❝❛♥✐,✉❡" 24✉♣12❡" ♦✉ ♥♦♥✱ ♦✉
❞❡" ♣❛41✐❡" ❢4❛❣✐❧❡" ❞✉ ♠❛❣♠❛ @ ❧✬✐♥1❡4❢❛❝❡ ♠❛❣♠❛✲❡♥❝❛✐""❛♥1✳ ▲❛ ❢4❛❝1✉4❛1✐♦♥ ❡"1
❛♠♦4❝2❡ ♣❛4 ❞❡" ❝❤❛♥❣❡♠❡♥1" ❞❡ ❝♦♥14❛✐♥1❡ ❣2♥242" ♣❛4 ❧✬❛"❝❡♥"✐♦♥ ❞✉ ♠❛❣♠❛ ❞❛♥"
❧✬2❞✐✜❝❡ ✈♦❧❝❛♥✐,✉❡✳ ❯♥ ❞❡4♥✐❡4 ♣4♦❝❡""✉" ♣❡✉1 2❣❛❧❡♠❡♥1 D14❡ ❝✐12 ❜✐❡♥ ,✉✬✐❧ "♦✐1 ♣❧✉"
2✈✐❞❡♥1 ,✉❡ ❧❡" ❞❡✉① ♣42❝2❞❡♥1"✳ ■❧ "✬❛❣✐1 ❞❡" ❡①♣❧♦"✐♦♥" ✈♦❧❝❛♥✐,✉❡" ,✉✐ ❣2♥?4❡♥1
2❣❛❧❡♠❡♥1 ❞❡" "✐❣♥❛✉① "✐"♠✐,✉❡" ,✉✐ ♣❡✉✈❡♥1 D14❡ ❛""✐♠✐❧2" ❛✉① "✐❣♥❛✉① ▲K ❝❛4 ✐❧"
♣42"❡♥1❡♥1 ❞❡" ❝❛4❛❝124✐"1✐,✉❡" "✐♠✐❧❛✐4❡"✳ ▲✬21✉❞❡ ❞❡ ❧❛ "✐"♠✐❝✐12 ❞✬♦4✐❣✐♥❡ ✈♦❧❝❛♥✐,✉❡
❡"1 ❜❛"2❡ "✉4 ❧✬❛♥❛❧②"❡ ✭✶✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦4♠❡ ❞❡" "✐❣♥❛✉① ✭❞✐"1✐♥❝1✐♦♥ ❞❡" ♦♥❞❡" K ❡1 ❙ "✉4 ❧❡"
❱❚✱ "✐❣♥❛✉① 2♠❡4❣❡♥1" "❛♥" ❞✐"1✐♥❝1✐♦♥ ❞❡" ♦♥❞❡" ❙ ♣♦✉4 ❧❡" "✐❣♥❛✉① ▲K ❡1 ❧❡ 142♠♦4✮✱
✭✷✮ ❞❡ ❧❡✉4 ❝♦♥1❡♥✉ "♣❡❝14❛❧ ✭❡♥14❡ ✺ ❡1 ✶✺ ❍③ ♣♦✉4 ❧❡" ❱❚✱ ❡♥14❡ ✶ ❡1 ✺ ❍③ ♣♦✉4 ❧❡" ▲K
❡1 ❧❡ 142♠♦4✮✱ ✭✸✮ ❞❡ ❧❡✉4" ❛♠♣❧✐1✉❞❡"✱ ♠❛✐" ❡❧❧❡ ❡"1 2❣❛❧❡♠❡♥1 42❛❧✐"2❡ ❡♥ ❡✛❡❝1✉❛♥1
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✈♦❧❝❛♥' ❞❡ ❧✬❛+❝ ❞✉ ❱❛♥✉❛(✉ ❡( ❜❛'2 '✉+ ✉♥❡ 2(✉❞❡ ♠✉❧(✐❞✐'❝✐♣❧✐♥❛✐+❡✱ +❡❣+♦✉♣❛♥(
♠❡'✉+❡' ❛❝♦✉'(✐B✉❡'✱ ❣2♦❝❤✐♠✐B✉❡'✱ 2❧❡❝(+✐B✉❡' ❡( 2❧❡❝(+♦♠❛❣♥2(✐B✉❡'✱ '✐'♠♦❧♦❣✐B✉❡'✱
❣2♦❞2'✐B✉❡' ❡( +❛❞❛+ ❞♦♣♣❧❡+✳ ❈❡ ♣+♦❥❡( '✬❡'( ❝♦♥❝❡♥(+2 '✉+ ❞❡✉① '✐(❡' ♣+✐♥❝✐♣❛✉①✱
❧❡' ✈♦❧❝❛♥' ❨❛'✉+ '✉+ ❧✬■❧❡ ❞❡ ❚❛♥♥❛ ❞❛♥' ❧❛ ♣❛+(✐❡ '✉❞ ❞✉ ❱❛♥✉❛(✉ ❡( ❆♠❜+②♠
'✐(✉2 ❛✉ ❝❡♥(+❡ ❞❡ ❧✬❛+❝✳ ◆♦✉' ♥♦✉' '♦♠♠❡' ✐❝✐ ✐♥(2+❡''2' ❛✉ ✈♦❧❝❛♥ ❨❛'✉+ ❝❛+ ❝❡❧✉✐✲❝✐
♣+2'❡♥(❡ ❞❡ ♥♦♠❜+❡✉① ❛'♣❡❝(' ✈♦❧❝❛♥✐B✉❡' ❡( ❣2♦❞②♥❛♠✐B✉❡' B✉✐ ♦♥( +❡(❡♥✉ ♥♦(+❡
❛((❡♥(✐♦♥ (❡❧' B✉❡ ✭✶✮ '♦♥ 2❞✐✜❝❛(✐♦♥ ❛✉ '❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛❧❞❡✐+❛ ❞♦♥( ❧❡ ❝❡♥(+❡ ❡'( ❛✛❡❝(2
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❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❙(+♦♠❜♦❧✐✱ ❧✬✉♥ ❞❡' ✈♦❧❝❛♥' ❧❡' ♣❧✉' 2(✉❞✐2' ❛✉ ♠♦♥❞❡✱ ❡( ✭✸✮ '♦♥ ❛❝(✐✈✐(2
♣❡+♠❛♥❡♥(❡ ❞❡ ❢♦+(❡ ✐♥(❡♥'✐(2 ♣+♦❜❛❜❧❡♠❡♥( ❧✐2❡ A ❧❛ ❝♦♥✈❡+❣❡♥❝❡ +❛♣✐❞❡ ❞❡' ♣❧❛B✉❡'
❧✐(❤♦'♣❤2+✐B✉❡' ❞❛♥' ❧❛ ♣❛+(✐❡ '✉❞ ❞❡ ❧✬❛+❝✳ ▲❡' ♣+✐♥❝✐♣❛✉① ♦❜❥❡❝(✐❢' ❞✉ ♣+♦❥❡(✱ ❡♥
(❡+♠❡ ❞✬❛♥❛❧②'❡ ❞❡' '✐❣♥❛✉① '✐'♠♦✲✈♦❧❝❛♥✐B✉❡'✱ '❡ '♦♥( ❢♦❝❛❧✐'2' ❞❛♥' ✉♥ ♣+❡♠✐❡+
(❡♠♣' '✉+ ❧✬2(✉❞❡ ❞❡ ❧❛ '♦✉+❝❡ ❞❡ ❝❡' '✐❣♥❛✉① ✈✐❛ ❞❡' (❡❝❤♥✐B✉❡' ❞❡ ❧♦❝❛❧✐'❛(✐♦♥✱
❡( ❞❛♥' ✉♥ '❡❝♦♥❞ (❡♠♣' '✉+ ❧✬2(✉❞❡ ❞❡ ❧❛ '(+✉❝(✉+❡ ❞❡ ❧✬2❞✐✜❝❡ ❡( ❞❡ '❡' ❛❧❡♥(♦✉+'
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)✉" ❧❡3✉❡❧ ❧❡ Z✐#♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋♦✉"♥❛✐)❡ )❡ )❡"❛✐# .❞✐✜. ✭▲.♥❛# ❡# ❛❧✳✱ ✶✾✾✵ ❀ ▼❛❧❡♥❣"❡❛✉
❡# ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✮✳ ▼❛❧❡♥❣"❡❛✉ ❡# ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ ♦♥# .❣❛❧❡♠❡♥# ♠♦♥#". 3✉✬❛✉❝✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡
❞❡♥)❡ ♥❡ )❡ #"♦✉✈❛✐# X ❧✬❛♣❧♦♠❜ ❞✉ Z✐#♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋♦✉"♥❛✐)❡✱ ♠❡##❛♥# ❡♥ ❛✈❛♥# ❧❡ ❢❛✐❜❧❡
❞.✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥# ❞❡) ❝♦♠♣❧❡①❡) ❛✉ )❡✐♥ ❞❡ ❝❡ ❥❡✉♥❡ .❞✐✜❝❡✳
●❛✐❧❧❡" ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ )❡ )♦♥# ✉♥✐3✉❡♠❡♥# ✐♥#."❡)).) X ❧❛ )#"✉❝#✉"❡ ✐♥#❡"♥❡ ❞✉ Z✐#♦♥
❞❡ ❧❛ ❋♦✉"♥❛✐)❡ ❡♥ ✉#✐❧✐)❛♥# ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥.❡) ❛❝3✉✐) ❡♥ ✷✵✵✼✳ ▲❡) ❝❛"#❡)
❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞❡ ❇♦✉❣✉❡" ♠❡##❡♥# ❡♥ .✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡) ❛♥♦♠❛❧✐❡) ♣♦)✐#✐✈❡) X ❧✬♦✉❡)# ❡# ❛✉
♥♦"❞✲♦✉❡)# ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❝❡♥#"❛❧❡ ❛))♦❝✐.❡) X ❞❡) ③♦♥❡) ❞✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥# ❞❡ ❧❛✈❡ ❞❡♥)❡) ✭❋✐❣✳
✶✳✹ ❡# ❋✐❣✳ ✶✳✺✮✳ ●❛✐❧❧❡" ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ♦♥# .❣❛❧❡♠❡♥# ♠✐) ❡♥ .✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ③♦♥❡) X ❢❛✐❜❧❡
❞❡♥)✐#. )♦✉) ❧❡) ❘✐✈✐_"❡) ❞❡) ❘❡♠♣❛"#) ❡# ▲❛♥❣❡✈✐♥ ✭❋✐❣ ✶✳✺✮ ✐♥#❡"♣".#.❡) ❝♦♠♠❡
✶✷
❋✐❣✳ ✶✳✸ ✿ ❋✐❣✉(❡ ❡①+(❛✐+❡ ❞❡ ▼❛❧❡♥❣(❡❛✉ ❡+ ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ▲✬❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞❡ ❇♦✉❣✉❡(✱ ♦❜✲
+❡♥✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ♣(♦✜❧ ◆❲✲❙❊ +(❛✈❡(C❛♥+ ❧❡ D✐+♦♥ ❞❡C ◆❡✐❣❡C ❡+ ❧❡ D✐+♦♥ ❞❡ ❧❛
❋♦✉(♥❛✐C❡✱ ❛✐♥C✐ E✉❡ ❧❡ ♠♦❞F❧❡ ❞❡ (G♣❛(+✐+✐♦♥ ❞❡C ♠❛CC❡C H ❧✬♦(✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ C♦♥+
(❡♣(GC❡♥+GC✳
G+❛♥+ ❧✐G❡C H ❞❡C ❜(F❝❤❡C ✐CC✉❡C ❞❡ ❧✬G(♦C✐♦♥ ❡+✴♦✉ H ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥+ ❞❡ ♠❛CC❡ ✈❡(C ❧❡
C✉❞✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡✉① C+(✉❝+✉(❡C ❞❡♥C❡C ❡+ ♣(♦❢♦♥❞❡C ♦♥+ G+G ✐❞❡♥+✐✜G❡C ❀ ❧❛ ♣(❡♠✐F(❡ C♦✉C
❧❡ ●(❛♥❞ ❇(O❧G✱ ❧❛ C❡❝♦♥❞❡ C♦✉C ❧❛ D❧❛✐♥❡ ❞❡C ❙❛❜❧❡C ❡+ ❧✬❊♥❝❧♦C✲❋♦✉E✉G ✭❋✐❣✳ ✶✳✹✮✳
D♦✉( ●❛✐❧❧❡( ❡+ ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❝❡++❡ ❞❡(♥✐F(❡✱ ❝❡♥+(G❡ C✉( ❧❛ ❢❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❊♥❝❧♦C✱ C✉❣❣F(❡
E✉❡ ❧✬❛♥❝✐❡♥ ❝❡♥+(❡ ✈♦❧❝❛♥✐E✉❡ G+❛✐+ ❧♦❝❛❧✐CG H ❡♥✈✐(♦♥ ✶✳✺ ❦♠ H ❧✬❡C+ ❞❡ ❧❛ ♣♦C✐+✐♦♥
♣(♦♣♦CG❡ ♣❛( ❇❛❝❤F❧❡(② ❡+ ▼❛✐(✐♥❡ ✭✶✾✾✵✮✳
▲❛ ❣(❛✈✐♠G+(✐❡ ❛ G❣❛❧❡♠❡♥+ G+G ❡♠♣❧♦②G❡ ♣❛( ●♦++C♠❛♥♥ ❡+ ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ C✉( ❡♥✈✐(♦♥
✼✵✵ C+❛+✐♦♥C ♠❡C✉(G❡C ❛✉ ❈♦♠♣❧❡①❡ ❱♦❧❝❛♥✐E✉❡ ❈❡♥+(❛❧ ❞❡ ❚❡♥❡(✐❢❡ ✭❈❱❈✮✳ ▲❛ ❝❛(+❡
❞❡ ❧✬❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞❡ ❇♦✉❣✉❡( ❧❡✉( ❛ ♣❡(♠✐C ❞❡ ❞✐C+✐♥❣✉❡( ✉♥❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡ ♣♦C✐+✐✈❡ ❛✉ ❝[✉(
❞✉ ❈❱❈ ❛✐♥C✐ E✉✬✉♥❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡ ❧♦❝❛❧✐CG❡ ❛✉ ❝❡♥+(❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛❧❞❡✐(❛ ▲❛C ❈❛\❛❞❛C ✭❋✐❣✳
✶✳✻✮✳ ▲❡C (GC✉❧+❛+C ❞❡ ❧✬✐♥✈❡(C✐♦♥ ✸✲❉ ❧❡✉( ♦♥+ ♣❡(♠✐C ❞✬❛✈❛♥❝❡( E✉❡ ✿ ✭✶✮ ❧❡ ❝❡♥+(❡ ❞❡
❧✬_❧❡ ❡C+ ❞♦♠✐♥G ♣❛( ✉♥ ❝♦(♣C ❞❡♥C❡ ❧✐G H ❧✬✐♥+❡(C❡❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (✐❞❡ ❞❡ ❚❡♥♦✲❙❛♥+✐❛❣♦ ❡+
❞❡ ❧❛ ❞♦(C❛❧❡ ❀ ✭✷✮ ❧❡ ❈❱❈ ❡C+ ♣(G❝♦❝❡ ❞❛♥C ❧✬G✈♦❧✉+✐♦♥ ❞❡ ❚❡♥❡(✐❢❡ ❀ ✭✸✮ ❧❛ ❝❛❧❞❡✐(❛ ❞❡
▲❛C ❈❛\❛❞❛C C✬❡C+ ❢♦(♠G❡ C✉✐+❡ H ✉♥ ❡✛♦♥❞(❡♠❡♥+ ✈❡(+✐❝❛❧ ❀ ✭✹✮ ❧✬❛♥♦♠❛❧✐❡ ❡♥ ❢♦(♠❡
❞❡ ❢❡( H ❝❤❡✈❛❧ H ❢❛✐❜❧❡ ♣(♦❢♦♥❞❡✉( ❛✉ ♥♦(❞ ❞❡ ❧❛ ❝❛❧❞❡✐(❛ ✭❋✐❣✳ ✶✳✼✮ ❝♦((❡C♣♦♥❞ H
✶✸
 ❋✐❣✳ ✶✳✹ ✿ ❈❛)*❡, ❞✬✐,♦✈❛❧❡✉), )❡♣)4,❡♥*❛♥* ✭❛✮ ❧✬❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞❡ ❇♦✉❣✉❡)✱ ✭❜✮ ❧✬❛♥♦♠❛❧✐❡
)4❣✐♦♥❛❧❡ ❡* ✭❝✮ ❧✬❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞❡ ❇♦✉❣✉❡) )4,✐❞✉❡❧❧❡ ♦❜*❡♥✉❡, ❛✉ =✐*♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋♦✉)♥❛✐,❡
❬❝❛)*❡, ❡①*)❛✐*❡, ❞❡ ●❛✐❧❧❡) ❡* ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮❪✳
 
❋✐❣✳ ✶✳✺ ✿ ❆♥♦♠❛❧✐❡ ❞❡ ❇♦✉❣✉❡) ❡* ❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞❡ ❇♦✉❣✉❡) )4,✐❞✉❡❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧4❡, ❧❡ ❧♦♥❣
❞✬✉♥ ♣)♦✜❧ )❡❝♦✉♣❛♥* ❧❡ =✐*♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋♦✉)♥❛✐,❡ ❞✬♦✉❡,* ❡♥ ❡,* ❬❞✬❛♣)H, ●❛✐❧❧❡) ❡* ❛❧✳
✭✷✵✵✾✮✳ ▲❡ ♠♦❞H❧❡ ❞❡ )4♣❛)*✐*✐♦♥ ❞❡, ♠❛,,❡, ❞❛♥, ❧❛ ,*)✉❝*✉)❡✱ ✐,,✉ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡),✐♦♥ ✸✲❉
❞❡ ❧✬❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞❡ ❇♦✉❣✉❡)✱ ❡,* 4❣❛❧❡♠❡♥* )❡♣)4,❡♥*4✳ ▲✬4❝❤❡❧❧❡ ❞❡, ❝♦✉❧❡✉), ✐♥❞✐N✉❡♥*
❧❡, ❝♦♥*)❛,*❡, ❞❡ ❞❡♥,✐*4 ♦❜*❡♥✉, ♣❛) )❛♣♣♦)* O ✉♥❡ ❞❡♥,✐*4 ❞❡ )4❢4)❡♥❝❡ ❞❡ ✷✳✷
❦❣✴m−3✳
✶✹
 ❋✐❣✳ ✶✳✻ ✿ ❋✐❣✉(❡ ❡①+(❛✐+❡ ❞❡ ●♦++0♠❛♥♥ ❡+ ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ (❡♣(:0❡♥+❛♥+ ❧❛ ❝❛(+❡ ❞❡ ❧✬❛♥♦✲
♠❛❧✐❡ ❞❡ ❇♦✉❣✉❡( ❝❛❧❝✉❧:❡ ? ❚❡♥❡(✐❢❡✳ ▲❡0 ♣♦✐♥+0 ❣(✐0 ❡+ ♥♦✐(0 ✐♥❞✐C✉❡♥+ ❧❡0 0+❛+✐♦♥0
❞❡ ♠❡0✉(❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❣(❛✈✐♠:+(✐C✉❡✳
❞❡0 ✐♥+(✉0✐♦♥0 0✉♣❡(✜❝✐❡❧❧❡0 ♠❛(C✉❛♥+ ❧✬❡①+❡♥0✐♦♥ ❤♦(✐③♦♥+❛❧❡ ❡+ ✭✺✮ ❧✬✐♥+:(✐❡✉( ❞✉
❝♦♠♣❧❡①❡ I✐❝♦ ❱✐❡❥♦ ✕ I✐❝♦ ❚✐❡❞❡ ❡0+ ❝❛(❛❝+:(✐0: ♣❛( ✉♥ ❝♦(♣0 ❞❡ ❢♦(♠❡ ❝②❧✐♥❞(✐C✉❡
0✬:+❡♥❞❛♥+ ❥✉0C✉✬? ✸✵✵✵ ♠ 0♦✉0 ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠❡(✳ ▲✬✉+✐❧✐0❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣(❛✈✐♠:+(✐❡
❞❛♥0 ❧✬:+✉❞❡ ❞❡0 0+(✉❝+✉(❡0 ✈♦❧❝❛♥✐C✉❡0 ❛♣♣♦(+❡ ♥♦♥ 0❡✉❧❡♠❡♥+ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛
(:♣❛(+✐+✐♦♥ ❞❡0 ♠❛00❡0 ❞❛♥0 ❧✬:❞✐✜❝❡ ♠❛✐0 :❣❛❧❡♠❡♥+ ❞❡0 ✐♥❢♦(♠❛+✐♦♥0 0✉( ❧❛ ♠✐0❡ ❡♥
♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝❡0 ❞✐✛:(❡♥+❡0 ✉♥✐+:0 ❣:♦❧♦❣✐C✉❡0 C✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦0❡♥+✳
▲❡ ♠❛❣♥&'✐)♠❡
▲❡ ❣:♦♠❛❣♥:+✐0♠❡ ❡0+ ✉+✐❧✐0: ♣♦✉( ✐♠❛❣❡( ❧❡0 ✈❛(✐❛+✐♦♥0 ❞❡ ❧✬✐♥+❡♥0✐+: ❞✉ ❝❤❛♠♣
♠❛❣♥:+✐C✉❡ ❞❛♥0 ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞✬:+✉❞❡ ❝❤♦✐0✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ +♦✉+ ❝♦(♣0 ❣:♦❧♦❣✐C✉❡ ♣❡✉+ ❡♥✲
+(❛R♥❡( ❞❡0 ♣❡(+✉(❜❛+✐♦♥0 ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥:+✐C✉❡ (:❣✐♦♥❛❧✳ ▲✬❛♥♦♠❛❧✐❡ ❣:♥:(:❡ ♣❡✉+
T+(❡ ♣♦0✐+✐✈❡ 0✐ ❧✬♦❜❥❡+ ❡0+ ❢♦(+❡♠❡♥+ ❛✐♠❛♥+: ❡+ T+(❡ ? ❧✬✐♥✈❡(0❡ ♥:❣❛+✐✈❡ 0✐ ❧✬♦❜❥❡+ ❡0+
♠♦✐♥0 ❛✐♠❛♥+: C✉❡ ❧❡0 (♦❝❤❡0 ❡♥❝❛✐00❛♥+❡0✳ ❊♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✈♦❧❝❛♥✐C✉❡✱ ❧❡0 (♦❝❤❡0 ✐❣♥:❡0
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❞❡ ▲❛ ❋♦66❛✱ ❱✉❧❝❛♥♦✱ ❡①1*❛✐1 ❞❡ ❘❡✈✐❧ ❡1 ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳
✷✳✹ ▲❡% ♠'(❤♦❞❡% %✐%♠✐-✉❡%
■❧ ❡①✐61❡ ❞❡ ♥♦♠❜*❡✉6❡6 1❡❝❤♥✐G✉❡6 ❡♥ 6✐6♠♦❧♦❣✐❡ ♣❡*♠❡11❛♥1 ❞✬31✉❞✐❡* ❧❛ 61*✉❝✲
1✉*❡ ✐♥1❡*♥❡ ❞❡6 3❞✐✜❝❡6 ✈♦❧❝❛♥✐G✉❡6✳ ❊❧❧❡6 6♦♥1 ❜❛63❡6 6✉* ❧✬❛♥❛❧②6❡ ❞❡6 ❞✐✛3*❡♥16
1②♣❡6 ❞❡ 6✐❣♥❛✉① 6✐6♠✐G✉❡6 ❡♥*❡❣✐61*36 ♣❛* ❞❡6 *36❡❛✉① ❞❡ ❝❛♣1❡✉*6 ✐♠♣❧❛♥136 6✉*
❡1 ❛✉① ❛❧❡♥1♦✉*6 ❞✉ ✈♦❧❝❛♥✳ ■❧ ♣❡✉1 6✬❛❣✐* ❞❡ 13❧363✐6♠❡6✱ ❞❡ 63✐6♠❡6 *3❣✐♦♥❛✉①✱ ❞❡
63✐6♠❡6 ❧♦❝❛✉① ❞❡ 1②♣❡ 1❡❝1♦♥✐G✉❡✱ ❧✐36 M ❞❡ ❧❛ ❢*❛❝1✉*❛1✐♦♥✱ ♦✉ ❞❡ 1②♣❡ ✈♦❧❝❛♥✐G✉❡✱
❧✐36 ❛✉① ♠♦✉✈❡♠❡♥16 ❞❡ ✢✉✐❞❡6 ❛✉ 6❡✐♥ ❞❡ ❧❛ 61*✉❝1✉*❡✳ ▲✬✉1✐❧✐6❛1✐♦♥ ❞❡6 ♠31❤♦❞❡6
6✐6♠✐G✉❡6 ❞♦♥♥❡ ❛❝❝P6 ❛✉① ✈✐1❡66❡6 ❛✐♥6✐ G✉✬M ❧✬❛113♥✉❛1✐♦♥ ❞❡6 ♦♥❞❡6 6✐6♠✐G✉❡6 ❞❛♥6
❧❡ ♠✐❧✐❡✉✳ ❚♦✉1 ❝♦♥1*❛61❡ ❞❡ ❞❡♥6✐13 ❞❛♥6 ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥✢✉❡ 6✉* ❧❡6 ♣*♦♣*✐3136 ♣❤②6✐G✉❡6
❞❡6 ♦♥❞❡6 ❧♦*6 ❞❡ ❧❡✉* ♣*♦♣❛❣❛1✐♦♥ ❡♥ ♣❛*1✐❝✉❧✐❡* 6✉* ❧❡✉*6 ✈✐1❡66❡6✳ ▲❡6 ❝❤❛♥❣❡♠❡♥16
❞❡ ✈✐1❡66❡ ✐♥❞✉✐16 ♣❛* ❧❡6 ❤313*♦❣3♥3✐136 ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♣❡*♠❡11❡♥1 ❛❧♦*6 ❞❡ ❧♦❝❛❧✐6❡* ❧❡6
✈❛*✐❛1✐♦♥6 ❞❡ ❞❡♥6✐13✳ ❈❡6 ✈❛*✐❛1✐♦♥6 6♦♥1 ❣3♥3*❛❧❡♠❡♥1 ❧✐3❡6 M ❧❛ ♥❛1✉*❡ ❡1 M ❧❛ 1❡♠✲
♣3*❛1✉*❡ ❞❡6 *♦❝❤❡6 ❝♦♠♣♦6❛♥1 ❧❡ ♠✐❧✐❡✉✱ M ❧❡✉* ❝♦♠♣❛❝1✐♦♥✱ M ❧❛ ♣*36❡♥❝❡ ❞✬❡❛✉ ❡1 M
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❧❛ ❢#❛❝%✉#❛%✐♦♥✳ ▲✬❡.%✐♠❛%✐♦♥ ❞❡. ✈✐%❡..❡. .✐.♠✐2✉❡. ♣❡#♠❡% ❛❧♦#. ❞✬✐♠❛❣❡# ❧❡ .♦✉.✲.♦❧
❡% ❞♦♥❝ ❞✬♦❜%❡♥✐# ❧❛ .%#✉❝%✉#❡ ✐♥%❡#♥❡ ❞❡. 7❞✐✜❝❡. ✈♦❧❝❛♥✐2✉❡.✳ ▲❡ ♣#✐♥❝✐♣❡ ❛✐♥.✐ 2✉❡
❧❡. ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥. ❡♥ ✈♦❧❝❛♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡. ♠7%❤♦❞❡. .✐.♠✐2✉❡. ❧❡. ♣❧✉. ❝♦✉#❛♠♠❡♥% ✉%✐✲
❧✐.7❡.✱ %❡❧❧❡. 2✉❡ ❧❛ %♦♠♦❣#❛♣❤✐❡ .✐.♠✐2✉❡ ❛❝%✐✈❡ ❡% ♣❛..✐✈❡✱ ❧❛ ❝♦##7❧❛%✐♦♥ ❞❡ ❜#✉✐%✱
❛✐♥.✐ 2✉❡ ❧❡. ♠7%❤♦❞❡. ❞✬❛♥%❡♥♥❡.✱ .♦♥% ❞7❝#✐%❡. ❞❛♥. ❧❡. ♣❛#❛❣#❛♣❤❡. .✉✐✈❛♥%.✳
▲❛ "♦♠♦❣&❛♣❤✐❡ +✐+♠✐,✉❡
;❛#♠✐ %♦✉%❡. ❧❡. ♠7%❤♦❞❡. .✐.♠✐2✉❡. ❡①✐.%❛♥%❡.✱ ❧❛ %♦♠♦❣#❛♣❤✐❡ .✐.♠✐2✉❡ ❡.%
.❛♥. ❞♦✉%❡ ❧❛ ♣❧✉. ✉%✐❧✐.7❡✳ ❊❧❧❡ ❡.% ❜❛.7❡ .✉# ❧✬✐♥✈❡#.✐♦♥ ❞❡. %❡♠♣. ❞❡ ♣❛#❝♦✉#. ❞❡.
♦♥❞❡. ❞❛♥. ❧❡ ♠✐❧✐❡✉✱ ❢♦✉#♥✐..❛♥% ❞❡. ✐♥❢♦#♠❛%✐♦♥. .✉# ❧❡. ✈❛#✐❛%✐♦♥. ❞❡. ♣#♦♣#✐7%7.
.✐.♠✐2✉❡. ❞❛♥. ❧❛ .%#✉❝%✉#❡ ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✺✮✳ ▲❛ #❡❧❛%✐♦♥ ❡♥%#❡ ❧❡. %❡♠♣. ❞❡ ♣❛#❝♦✉#. ❡% ❧❛
✈✐%❡..❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♣❡✉% C%#❡ ❡①♣#✐♠7❡ ♣❛# ✭▲❡❡.✱ ✷✵✵✼✮ ✿
∆T =
∫
rai
1
V (rai)
dl =
∫
rai
S(rai)dl ✭✶✮
♦H ∆T ❡.% ❧❡ %❡♠♣. ❞❡ ♣❛#❝♦✉#.✱ ❱ ❧❛ ✈✐%❡..❡✱ ❙ ❧❛ ❧❡♥%❡✉# ✭❛✈❡❝ S = 1/V ✮✱ ❞❧ ✉♥
7❧7♠❡♥% ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ %#❛❥❡❝%♦✐#❡ ❞✉ #❛✐✳ ▲❛ %♦♠♦❣#❛♣❤✐❡ .✐.♠✐2✉❡ ❡.% #7❛❧✐.7❡ ❡♥
♣❧✉.✐❡✉#. 7%❛♣❡. ✿
✶✳ ▲❛ ♣#❡♠✐L#❡ 7%❛♣❡ ❝♦♥.✐.%❡ M ❧♦❝❛❧✐.❡# ❧❡. .7✐.♠❡. ❡♥ ✉%✐❧✐.❛♥% ✉♥ ♠♦❞L❧❡ ❞❡
✈✐%❡..❡ ✶❉✳
✷✳ ▲❡. %#❛❥❡❝%♦✐#❡. ❞❡. #❛✐. ❡♥%#❡ ❧❡. .♦✉#❝❡. ❡% ❧❡. #7❝❛♣%❡✉#. .♦♥% ❝❛❧❝✉❧7❡. ❡% ❧❛
③♦♥❡ ❞✬✐♥%7#C%✱ ♣♦✉# ❧❛2✉❡❧❧❡ ♦♥ .♦✉❤❛✐%❡ ❝❛❧❝✉❧❡# ❧❡ %♦♠♦❣#❛♠♠❡✱ ❡.% ❞✐✈✐.7❡
❡♥ ♣❡%✐%❡. ❝❡❧❧✉❧❡.✳
✸✳ ;♦✉# ❝❤❛2✉❡ %#❛❥❡❝%♦✐#❡ ❞✉ #❛✐✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ♣♦♥❞7#❛%✐♦♥ ❡.% ❞7%❡#♠✐♥7❡✳
❈❡%%❡ ♦♣7#❛%✐♦♥ #❡✈✐❡♥% M ❡.%✐♠❡# ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞❡ ♣7♥7%#❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛2✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡
2✉❡ ❧❡ #❛✐ %#❛✈❡#.❡✳
✹✳ ▲❡. %❡♠♣. ❞❡ ♣❛#❝♦✉#. .♦♥% ❝❛❧❝✉❧7. ❡% ❝♦♠♣❛#7. ❛✉① %❡♠♣. ❞❡ ♣❛#❝♦✉#. ♦❜.❡#✲
✈7.✱ ♣❡#♠❡%%❛♥% ❞✬♦❜%❡♥✐# ❛✐♥.✐ ❧❡. %❡♠♣. ❞❡ ♣❛#❝♦✉#. #7.✐❞✉❡❧.✳ ❈❡. ❞❡#♥✐❡#.
.♦♥% ❡♥.✉✐%❡ ♣#♦❥❡%7. ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ %#❛❥❡❝%♦✐#❡ ❞✉ #❛✐ .❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ♣♦♥✲
❞7#❛%✐♦♥ ❡.%✐♠7❡ ♣#7❝7❞❡♠♠❡♥%✳
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 ❋✐❣✳ ✶✳✶✺ ✿ ❘❡♣*+,❡♥.❛.✐♦♥ ,❝❤+♠❛.✐4✉❡ ✐❧❧✉,.*❛♥. ❧❡ ♣*✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ .♦♠♦❣*❛♣❤✐❡ ,✐,✲
♠✐4✉❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✈♦❧❝❛♥✐4✉❡ ❬▲❡❡,✱ ✷✵✵✼❪✳
✺✳ ▲✬✐♥✈❡*,✐♦♥ ❞❡, .❡♠♣, ❞❡ ♣❛*❝♦✉*, ♣♦✉* *❡.*♦✉✈❡* ❧❛ ✈✐.❡,,❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡,. ♥♦♥✲
❧✐♥+❛✐*❡ ❝❛* ❧❛ ♣♦,✐.✐♦♥ ❞❡, ,+✐,♠❡, ❡. ❧❛ .*❛❥❡❝.♦✐*❡ ❞❡, *❛✐, ❞+♣❡♥❞❡♥. ❞✉
♠♦❞C❧❡ ❞❡ ✈✐.❡,,❡ ❞❡ ❧❛ ,.*✉❝.✉*❡✳ ▲❛ ✈✐.❡,,❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡,. .*♦✉✈+❡ ♣❛* ✐.+*❛.✐♦♥
❞✬+.❛♣❡, ❧✐♥+❛*✐,+❡, ❝♦♥✈❡*❣❡❛♥. ✈❡*, ❧❛ ,♦❧✉.✐♦♥ ✜♥❛❧❡✳
▲❡, ❞♦♥♥+❡, ✉.✐❧✐,+❡, ,♦♥. ,♦✐. ❣+♥+*+❡, ♣❛* ✉♥❡ ,♦✉*❝❡ ♥❛.✉*❡❧❧❡ ✭❝♦♠♠❡ ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡
❧❡, ,+✐,♠❡, .❡❝.♦♥✐4✉❡, *+❣✐♦♥❛✉①✱ ❧♦❝❛✉①✮✱ ♦♥ ♣❛*❧❡ ❛❧♦*, ❞❡ .♦♠♦❣*❛♣❤✐❡ ♣❛,,✐✈❡✱
♦✉ ♣❛* ✉♥❡ ,♦✉*❝❡ ❛*.✐✜❝✐❡❧❧❡ ❞♦♥♥❛♥. ❧✐❡✉ H ❞❡ ❧❛ .♦♠♦❣*❛♣❤✐❡ ❛❝.✐✈❡✳ ❘+❝❡♠♠❡♥.✱
❧❛ .♦♠♦❣*❛♣❤✐❡ ♣❛,,✐✈❡ ,✬❡,. ♦✉✈❡*.❡ ,✉* ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣*♦❝❤❡ ❜❛,+❡ ,✉* ❧✬❛♥❛❧②,❡
❞✉ ❜*✉✐. ❞❡ ❢♦♥❞✱ ❧❛ ❝♦**+❧❛.✐♦♥ ❞❡ ❜*✉✐.✳
▲❛ .♦♠♦❣*❛♣❤✐❡ ,✐,♠✐4✉❡ ♣❛,,✐✈❡
◆♦✉, ❛✈♦♥, ✈✉ 4✉✬✐❧ ❡①✐,.❛✐. ❞❡✉① ,♦*.❡, ❞❡ .♦♠♦❣*❛♣❤✐❡ ♣❛,,✐✈❡ ✿ ✭✶✮ ❧❛ .♦♠♦❣*❛♣❤✐❡
✧❝❧❛,,✐4✉❡✧ ❜❛,+❡ ,✉* ❧✬❛♥❛❧②,❡ ❞❡ ,+✐,♠❡, ❡. ✭✷✮ ❧❛ .♦♠♦❣*❛♣❤✐❡ ❜❛,+❡ ,✉* ❧✬+.✉❞❡ ❞✉
❜*✉✐. ❛♠❜✐❛♥.✳
✶✳ ▲❛ .♦♠♦❣*❛♣❤✐❡ ✧❝❧❛,,✐4✉❡✧
▲❛ .♦♠♦❣*❛♣❤✐❡ ,✐,♠✐4✉❡ ♣❛,,✐✈❡ ❞✐.❡ ✧❝❧❛,,✐4✉❡✧ ❡,. *+❛❧✐,+❡ H ♣❛*.✐* ❞❡ ❥❡✉①
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❞❡ ❞♦♥♥$❡% ❝♦♥'❡♥❛♥' ❞❡% '$❧$%$✐%♠❡%✱ ❞❡% %$✐%♠❡% -$❣✐♦♥❛✉①✱ ❧♦❝❛✉① ✈♦✐-❡ ❧❛
%✐%♠✐❝✐'$ ❣$♥$-$❡ ♣❛- ❧✬❛❝'✐✈✐'$ ✈♦❧❝❛♥✐4✉❡✳ ❈❡''❡ %✐%♠✐❝✐'$ ❡%' ❡♥-❡❣✐%'-$❡ %♦✐'
♣❛- ❧❡% %'❛'✐♦♥% ❛♣♣❛-'❡♥❛♥' 7 ❞❡% -$%❡❛✉① %✐%♠♦❧♦❣✐4✉❡% ♣❡-♠❛♥❡♥'%✱ %♦✐' ❧♦-%
❞❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡% %✐%♠♦❧♦❣✐4✉❡%✳ ▲❛ -$%♦❧✉'✐♦♥ ❞✉ '♦♠♦❣-❛♠♠❡ ❡%' ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜-❡ ❞❡ -❛✐% %✐%♠✐4✉❡% '-❛✈❡-%❛♥' ❧❛ %'-✉❝'✉-❡ ❛✐♥%✐ 4✉❡ ❞❡ ❧❡✉- -$♣❛-'✐'✐♦♥
❛✉ %❡✐♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❊❧❧❡ ❞$♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞✉ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ %$✐%♠❡% ✉'✐❧✐%$✱ ❞❡ ❧❛ -$♣❛-✲
'✐'✐♦♥ %♣❛'✐❛❧❡ ❞❡% %♦✉-❝❡% ❡' ❞✉ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ %'❛'✐♦♥% %✉- ❧❡%4✉❡❧❧❡% ✐❧% ♦♥' $'$
❡♥-❡❣✐%'-$%✳ ❈♦♠♣'❡ '❡♥✉ ❞❡ ❝❡% ❝♦♥❞✐'✐♦♥%✱ ❧❛ '♦♠♦❣-❛♣❤✐❡ %✐%♠✐4✉❡ -❡4✉✐❡-'
❧❡% ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥$❡% ❝♦♠♣-❡♥❛♥' ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡% ♠♦✐% ✈♦✐-❡ ❞❡% ❛♥♥$❡% ❞✬♦❜✲
%❡-✈❛'✐♦♥%✳ ▲✬✉'✐❧✐%❛'✐♦♥ ❞❡% %✐❣♥❛✉① %✐%♠✐4✉❡% ✐%%✉% ❞❡ ❧✬❛❝'✐✈✐'$ ✈♦❧❝❛♥✐4✉❡
♣❡-♠❡' ❞✬✐♠❛❣❡- ❧❡% ♣-❡♠✐❡-% ❦✐❧♦♠@'-❡% ❞❡ ❧❛ %'-✉❝'✉-❡ ✭B-♦♥♦ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✱
❛❧♦-% 4✉❡ ❧✬✉'✐❧✐%❛'✐♦♥ ❞❡% '$❧$%$✐%♠❡% ♣❡-♠❡' ❞✬✐♠❛❣❡- 7 ❞❡% ♣-♦❢♦♥❞❡✉-% ♣❧✉%
✐♠♣♦-'❛♥'❡%✱ ❞❡ ❧✬♦-❞-❡ ❞❡ ♣❧✉%✐❡✉-% ❞✐③❛✐♥❡% 7 4✉❡❧4✉❡% ❝❡♥'❛✐♥❡% ❞❡ ❦✐❧♦♠@'-❡%
✭❙❝❤✉-- ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳ ▲❡% ❛♥♦♠❛❧✐❡% ♠✐%❡% ❡♥ $✈✐❞❡♥❝❡ ♠♦♥'-❡♥' ❞❡% ❞✐♠❡♥%✐♦♥%
❛❧❧❛♥' ❞❡ ✉♥ 7 ♣❧✉%✐❡✉-% ❦✐❧♦♠@'-❡% ✭▲❡❡%✱ ✷✵✵✼✮✳
❈❡''❡ ❛♣♣-♦❝❤❡ ❛ $'$ ✉'✐❧✐%$❡ %✉- ❞❡ ♥♦♠❜-❡✉① ✈♦❧❝❛♥% ❛✜♥ ❞✬❡♥ ♦❜'❡♥✐- ❧❛
%'-✉❝'✉-❡ ✐♥'❡-♥❡✳ ❉❡% $'✉❞❡% ❞❡ %'-✉❝'✉-❡ ♦♥' $'$ -$❛❧✐%$❡% %✉- '♦✉' '②♣❡ ❞❡
✈♦❧❝❛♥% '❡❧% 4✉❡ ❞❡% ❝❛❧❞❡✐-❛% ✭❑-❛✢❛ ✿ ❋♦✉❧❣❡- ❡' ❆-♥♦''✱ ✶✾✾✸✮ ❀ ▲❡% ❈❤❛♠♣%
B❤❧$❣-$❡♥% ✿ ❇❛''❛❣❧✐❛ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✽ ❀ ▲♦♥❣ ❱❛❧❧❡② ✿ ❖✬❉♦❤❡-'② ❡' ❛❧✳✱ ✶✾✾✼ ❀
❚❛✉♣♦ ✿ ❙❤❡-❜✉-♥ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✸ ❀ ❚♦❜❛ ✿ ▼❛'%✉-②♦♥♦ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✶ ❀ ❨❡❧❧♦✇%'♦♥❡ ✿
❨✉❛♥ ❡' ❉✉❡❦❡-✱ ✷✵✵✺✮✱ ❞❡% ✈♦❧❝❛♥% ❜♦✉❝❧✐❡- ✭❑✐❧❛✉❡❛ ✿ ❍❛%❧✐♥❣❡- ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✶ ❀
▼♦♥'❡✐❧❧❡- ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✺ ❀ B✐'♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋♦✉-♥❛✐%❡ ✿ B-♦♥♦ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ❛✐♥%✐ 4✉❡
%✉- ❞❡ ♥♦♠❜-❡✉① %'-❛'♦✈♦❧❝❛♥% ✭▼♦♥' ❊'♥❛ ✿ B❛'❛♥@ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✻ ❀ ▼♦♥' ❋✉❥✐ ✿
◆❛❦❛♠✐❝❤✐ ✭✷✵✵✺✮ ❀ ◆❡✈❛❞♦ ❞❡% ❘✉✐③ ✿ ▲♦♥❞♦♥♦ ❡' ❙✉❞♦✱ ✷✵✵✸ ❀ B✐♥❛'✉❜♦ ✿ ▼♦-✐
❡' ❛❧✳✱ ✶✾✾✻ ❀ B♦♣♦❝❛'$♣❡'❧ ✿ ❇❡-❣❡- ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✶ ❀ ❚✉♥❣✉-❛❤✉❛ ✿ ▼♦❧✐♥❛ ❡' ❛❧✳✱
✷✵✵✺✮✳ ❊'❛♥' ❞♦♥♥$ ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ✐♠♣♦-'❛♥' ❞✬$'✉❞❡% ❞❡ '♦♠♦❣-❛♣❤✐❡ -$❛❧✐%$❡% ❡♥
❞♦♠❛✐♥❡ ✈♦❧❝❛♥✐4✉❡✱ '-♦✐% ❡①❡♠♣❧❡% -$❝❡♥'% ♦♥' $'$ %$❧❡❝'✐♦♥♥$% ❡' ❞$❝-✐'% ❞❛♥%
❧❡% ♣❛-❛❣-❛♣❤❡% %✉✐✈❛♥'%✳
▼♦♥'❡✐❧❧❡- ❡' ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ♦♥' ❞$✈❡❧♦♣♣$ ✉♥ ❛❧❣♦-✐'❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ '♦♠♦❣-❛♣❤✐❡
%✐%♠✐4✉❡ ❡♥ ❞♦✉❜❧❡% ❞✐✛$-❡♥❝❡%✳ ▲❡% '❡♠♣% ❞❡ ♣-♦♣❛❣❛'✐♦♥ %♦♥' ❝❛❧❝✉❧$% ❡♥ ❞✐❢✲
❢$-❡♥❝❡% ✜♥✐❡%✳ ▲✬✐♥✈❡-%✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞@❧❡ ❞❡ ✈✐'❡%%❡ ❡' ❞❡% ❧♦❝❛❧✐%❛'✐♦♥% ❞❡ %$✐%♠❡%
✷✽
 ♦♥# $%❛❧✐ %❡  ✐♠✉❧#❛♥%♠❡♥# ❡♥ ✉#✐❧✐ ❛♥# ❧✬❛♣♣$♦❝❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐ #❡ ❞❡ ❚❛$❛♥#♦❧❛✲
❱❛❧❡##❡✳ ▼♦♥#❡✐❧❧❡$ ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ♦♥# #❡ #% ❝❡# ❛❧❣♦$✐#❤♠❡  ✉$ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥%❡ 
❝♦♠♣♦ % ❞✬❡♥✈✐$♦♥ ✸✵ ✵✵✵ ♠✐❝$♦ %✐ ♠❡ ❡♥$❡❣✐ #$% ❡♥#$❡ ✶✾✽✽ ❡# ✶✾✾✾ ♣❛$ ❧❡
$% ❡❛✉ ♣❡$♠❛♥❡♥# ❞❡ ❧✬❯❙●❙ ❍❛✇❛✐✐❛♥ ❱♦❧❝❛♥♦ ❖❜ ❡$✈❛#♦$②✳ ▲❛ #♦♠♦❣$❛♣❤✐❡
$%✈K❧❡ ❧❛ ♣$% ❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦$♣ $❛♣✐❞❡ ✱ ❡♥#♦✉$% ❡#  %♣❛$% ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉#$❡
♣❛$ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣❧✉ ❧❡♥# ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✻✮✳ ▲✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥# ❞❡ ❞❡✉① ❛♥♦♠❛❧✐❡ P ❢♦$#❡
✈✐#❡  ❡ ❝♦$$❡ ♣♦♥❞ ❛✉① ❞❡✉① ❝❛❧❞❡✐$❛ R✉✐  ❡  ♦♥# ❢♦$♠%❡  ✉$ ❧✬S❧❡ ❞❡ ❍❛✇❛✐✐
✭▼❛✉♥❛ ▲♦❛ ❡# ❑✐❧❛✉❡❛✮✳ ■❧ ♦♥# %❣❛❧❡♠❡♥# $%✈%❧% ✉♥❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡ P ❢♦$#❡ ✈✐#❡  ❡
❝♦$$❡ ♣♦♥❞❛♥# ❛✉ $✐❢# P ❧✬❡ # ❞✉ ❑✐❧❛✉❡❛✳ ❈❡ ❛✉#❡✉$ ♦♥#  ✉❣❣%$% R✉❡ ❧❡ ❝♦$♣ 
$❛♣✐❞❡ ❝♦$$❡ ♣♦♥❞❛✐❡♥# P ❞❡ ③♦♥❡ ♦X ✉♥ ♠❛❣♠❛ ❞❡♥ ❡  ✬❡ # ♠✐ ❡♥ ♣❧❛❝❡ P
❤❛✉#❡ ♣$❡  ✐♦♥ ✈✐❛ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❞②❦❡ R✉✐  ❡  ♦♥# %❧❛$❣✐ ❛✉ ✜❧ ❞✉ #❡♠♣ ✳
▲❛ ③♦♥❡ ❧❡♥#❡ ❡♥#$❡ ❧❡ ▼❛✉♥❛ ▲♦❛ ❡# ❧❡ ❑✐❧❛✉❡❛ ❝♦$$❡ ♣♦♥❞$❛✐❡♥#✱  ❡❧♦♥ ❡✉①✱
P ✉♥ $❡♠♣❧✐  ❛❣❡  ✉♣❡$✜❝✐❡❧ ♣$♦❣$❡  ✐❢ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❧%❡ ♣❛$ ❞❡ ❝♦✉❧%❡ ❞❡ ❧❛✈❡✳
▲✬✉#✐❧✐ ❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #♦♠♦❣$❛♣❤✐❡ ❧❡✉$ ❛ %❣❛❧❡♠❡♥# ♣❡$♠✐ ❞❡ ♠❡##$❡ ❡♥ %✈✐❞❡♥❝❡
✉♥ ❢♦$# ❣$❛❞✐❡♥# ❤♦$✐③♦♥#❛❧ ❞❡ ✈✐#❡  ❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ✢❛♥❝  ✉❞✲❡ # ❞✉ ❑✐❧❛✉❡❛✱
❝♦\♥❝✐❞❛♥# ❛✈❡❝ ❧❡  ② #K♠❡ ❞❡ ❢❛✐❧❧❡ ❍✐❧✐♥❛ ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✻✮✳
]$♦♥♦ ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ♣✉✐ ❇❡$❣❡$ ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✱ ♦♥# ✉#✐❧✐ % ❝❡ ♠_♠❡ ❛❧❣♦$✐#❤♠❡
♣♦✉$ ❞%#❡$♠✐♥❡$ $❡ ♣❡❝#✐✈❡♠❡♥# ❧❛  #$✉❝#✉$❡ ✐♥#❡$♥❡ ❞❡ ✈♦❧❝❛♥ ]✐#♦♥ ❞❡ ❧❛
❋♦✉$♥❛✐ ❡ ❡# ]♦♣♦❝❛#%♣❡#❧✳ ❆✉ ]✐#♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋♦✉$♥❛✐ ❡✱ ❧❡ ❞♦♥♥%❡ ✉#✐❧✐ %❡ ♦♥#
%#% ❛❝R✉✐ ❡ ❡♥#$❡ ✶✾✾✻ ❡# ✶✾✾✾ ❝♦♠♣$❡♥❛♥# ❛✐♥ ✐ ❧❡ ♣❤❛ ❡ ✐♥#❡$✲%$✉♣#✐✈❡ 
❡# ❧❡ ❝$✐ ❡  ✐ ♠✐R✉❡ R✉✐ ♦♥# ♣$%❝%❞% ❧❡ %$✉♣#✐♦♥ ❞❡ ▼❛$ ✶✾✾✽✱ ❏✉✐❧❧❡# ❡#
❙❡♣#❡♠❜$❡ ✶✾✾✾✳ ▲❡ #♦♠♦❣$❛♠♠❡ $%✈K❧❡ ❧❛ ♣$% ❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦$♣ $❛♣✐❞❡ ❧♦❝❛❧✐ %
 ♦✉ ❧❡ ❝$❛#K$❡  ♦♠♠✐#❛✉①✱ ❛✉✲❞❡  ✉ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠❡$ ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✼✮✳ ]$♦♥♦
❡# ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ♦♥# ✐♥#❡$♣$%#% ❝❡ ❝♦$♣ ❝♦♠♠❡ %#❛♥# ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♠❛❣♠❛#✐R✉❡
❝♦♠♣$❡♥❛♥# ❞❡ ❞②❦❡ ❡# ❞❡  ✐❧❧ ✳ ▲✬❡  ❛✐♠ ❞❡  ✐ ♠✐❝✐#% ❧♦❝❛❧✐ % ❛✉✲❞❡  ✉ ❞✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠❡$ ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✼✮ ❛##❡ #❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦$#❛♥#❡ ❢$❛❝#✉$❛#✐♦♥ ❞❡ $♦❝❤❡ 
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✭✷✵✵✼✮ ♠♦♥+(❡ ❞❡8 8+(✉❝+✉(❡8 ❡♥ ❛❝❝♦(❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞?❧❡ ❞❡ ✈✐+❡88❡ ❞❡8 ♦♥❞❡8 B
❡8+✐♠7 ♣❛( B(S♥♦ ❡+ ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳
▲✉③T♥ ❡+ ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ♦♥+ ❡8+✐♠7 ❧❡8 ❝♦✉(❜❡8 ❞❡ ❞✐8♣❡(8✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐+❡88❡ ❞❡ ♣❤❛8❡
❞❡8 ♦♥❞❡8 ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡♥ ❛♣♣❧✐W✉❛♥+ ❧❛ ❝♦((7❧❛+✐♦♥ ❞❡ ❜(✉✐+ 8✉( ❧❡8 ❡♥(❡❣✐8+(❡✲
✸✹
 ❋✐❣✳ ✶✳✷✵ ✿ ❘❡♣+,-❡♥/❛/✐♦♥ ✸✲❉ ❞❡- ❞✐✛,+❡♥/- ♠♦❞8❧❡- ❞❡ ✈✐/❡--❡ ✶✲❉ ♦❜/❡♥✉- ♣♦✉+
❧❡- ❞✐✈❡+- -✐/❡- ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝>/❡ ❞❡ ❉❡❝❡♣/✐♦♥ ■-❧❛♥❞ ❬❞✬❛♣+8- ▲✉③D♥ ❡/ ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮❪✳
♠❡♥/- ♦❜/❡♥✉- -✉+ ❤✉✐/ ❛♥/❡♥♥❡- ❞❡ ❝❛♣/❡✉+- -✐-♠✐I✉❡- +,♣❛+/✐❡- ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛
❝>/❡ ❞❡ ❉❡❝❡♣/✐♦♥ ■-❧❛♥❞ ✭❆♥/❛+❝/✐I✉❡✮✳ ▲❡- ❝♦✉+❜❡- ❞❡ ❞✐-♣❡+-✐♦♥✱ ❝❛❧❝✉❧,❡-
♣♦✉+ ❝❤❛I✉❡ ♣❛✐+❡ ❞❡ ❝❛♣/❡✉+-✱ ♦♥/ ,/, ♠♦②❡♥♥,❡- ♣♦✉+ ❝♦♥-/+✉✐+❡ ✉♥❡ ❝♦✉+❜❡
❞❡ ❞✐-♣❡+-✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ♣♦✉+ ❝❤❛I✉❡ -✐/❡✳ ▲❡- ♠♦❞8❧❡- ❞❡ ✈✐/❡--❡ ❞❡- ♦♥❞❡- ❙
✭❋✐❣✳ ✶✳✷✵✮✱ ❡-/✐♠,- N ♣❛+/✐+ ❞✉ ♣+♦❣+❛♠♠❡ ❞✬✐♥✈❡+-✐♦♥ ❞❡- ♦♥❞❡- ❞❡ -✉+❢❛❝❡ ❞❡
❍❡++♠❛♥♥ ✭✶✾✽✼✮✱ +,✈8❧❡♥/ ❧❛ ♣+,-❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡- ♠❛❥❡✉+❡- ❞❛♥- ❧❡- ✹✵✵
♣+❡♠✐❡+- ♠8/+❡- ❞❡ ❧❛ -/+✉❝/✉+❡✱ ❛--♦❝✐,❡- N ❞❡- ❞,♣>/- ♣②+♦❝❧❛-/✐I✉❡- ❡/ N ❞❡-
-,❞✐♠❡♥/-✳ ▲❛ ♣❧✉- -✉♣❡+✜❝✐❡❧❧❡✱ ❞✬✉♥❡ ❝❡♥/❛✐♥❡ ❞❡ ♠8/+❡- ❞✬,♣❛✐--❡✉+✱ ♣+,-❡♥/❡
❞❡- ✈✐/❡--❡- VS ❝♦♠♣+✐-❡- ❡♥/+❡ ✵✳✷ ❡/ ✵✳✽ ❦♠✴-✱ ❛❧♦+- I✉❡ ❧❛ -❡❝♦♥❞❡ ❝♦✉❝❤❡✱
❞❡ ✸✵✵ ♠ ❞✬,♣❛✐--❡✉+ ♣+,-❡♥/❡ ❞❡- ✈✐/❡--❡- ❞❡ ✵✳✼✲✶✳✶ ❦♠✴-✳ ❊♥ ♣+♦❢♦♥❞❡✉+✱
❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡- ❡/ ❧❡- ✈✐/❡--❡- -♦♥/ ♣❧✉- ✈❛+✐❛❜❧❡- ❀ ❧❡- ✈✐/❡--❡- VS ❛②❛♥/
,/, ❡-/✐♠,❡- ❡♥/+❡ ✶✳✸ ❡/ ✷✳✽ ❦♠✴-✳ ▲✉③D♥ ❡/ ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ♦♥/ ❛--♦❝✐, ❝❡- ❝♦✉❝❤❡-
♣+♦❢♦♥❞❡- N ❧❛ -/+✉❝/✉+❡ ❡/ ❛✉① ❞,♣>/- ♣+,✲❝❛❧❞,+✐I✉❡-✳ ■❧- ♦♥/ ,❣❛❧❡♠❡♥/ -✉❣✲
❣,+, I✉❡ ❧❡- ❢❛✐❜❧❡- ✈✐/❡--❡- +,-✉❧/❡+❛✐❡♥/ ❞❡ ❧✬❛❧/,+❛/✐♦♥ ♣+♦❞✉✐/❡ ♣❛+ ❧❡ -②-/8♠❡
❤②❞+♦/❤❡+♠❛❧ ❡/ I✉❡ ❧❡- ③♦♥❡- ♣❧✉- +❛♣✐❞❡- ♣♦✉++❛✐❡♥/ ✐♥❞✐I✉❡+ ❧❛ ♣+,-❡♥❝❡ ❞❡
♠❛/,+✐❛✉① ❝♦♠♣❛❝/-✳
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▲❛ "♦♠♦❣&❛♣❤✐❡ +✐+♠✐,✉❡ ❛❝"✐✈❡
▲❛ "♦♠♦❣&❛♣❤✐❡ +✐+♠✐,✉❡ ❛❝"✐✈❡✱ ❝♦♠♠❡ +♦♥ ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐,✉❡✱ ❡+" ❜❛+6❡ +✉& ❧✬✉"✐❧✐+❛"✐♦♥
❞❡ ❞♦♥♥6❡+ ♣&♦✈❡♥❛♥" ❞❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡+ ❞❡ +✐+♠✐,✉❡ ❛❝"✐✈❡✳ ❯♥ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡ ❡+" ❣6♥6&6
♣❛& ✉♥❡ +♦✉&❝❡ ❛&"✐✜❝✐❡❧❧❡ ✭❡①♣❧♦+✐❢✱ ❝❛♠✐♦♥ ✈✐❜&❡✉&✱ ♦✉ ❝❛♥♦♥ = ❛✐& ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞✬✉♥❡
+♦✉&❝❡ +♦✉+✲♠❛&✐♥❡✮ ❡" ❡♥&❡❣✐+"&6 ♣❛& ✉♥ ❣&❛♥❞ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝❛♣"❡✉&+✳ ▲❛ "♦♠♦❣&❛♣❤✐❡
♣❡✉" ❛❧♦&+ @"&❡ &6❛❧✐+6❡ ❡♥ ✉"✐❧✐+❛♥" ❧❡+ "❡♠♣+ ❞❡+ ♣&❡♠✐A&❡+ ❛&&✐✈6❡+✳ ▲❡+ ❝♦✉❝❤❡+
♦✉ ❛♥♦♠❛❧✐❡+ ❞❡ ✈✐"❡++❡ +♦♥" ❝❧❛✐&❡♠❡♥" ❞6"❡❝"6❡+ ❥✉+,✉✬= ,✉❡❧,✉❡+ ❦✐❧♦♠A"&❡+ ❞❡
♣&♦❢♦♥❞❡✉& ✭< ✺ ❦♠✮✱ ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡+♣❛❝❡♠❡♥" ✐♥"❡&✲❝❛♣"❡✉&+ ❡" ❞❡ ❧✬✐♥"❡♥+✐"6 ❞❡
❧❛ +♦✉&❝❡✳ ❈❡""❡ ♠6"❤♦❞❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉&❡ &6+♦❧✉"✐♦♥ ♣❡&♠❡""❛♥" ❧❛ ❞6"❡❝"✐♦♥ ❞❡+
❛♥♦♠❛❧✐❡+ ❞❡ ♣❧✉+ ♣❡"✐"❡+ "❛✐❧❧❡+✱ ❞♦♥" ❧❡+ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+ +✬6❝❤❡❧♦♥♥❡♥" ❡♥"&❡ ,✉❡❧,✉❡+
❝❡♥"❛✐♥❡+ ❞❡ ♠A"&❡+ ✭▼♦&❛ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ❡" ,✉❡❧,✉❡+ ❦✐❧♦♠A"&❡+✳
▲❛ "♦♠♦❣&❛♣❤✐❡ +✐+♠✐,✉❡ ❛❝"✐✈❡ ❛ 6"6 ♠♦✐♥+ ❢&6,✉❡♠♠❡♥" ✉"✐❧✐+6❡ ,✉❡ ❧❛ "♦♠♦✲
❣&❛♣❤✐❡ +✐+♠✐,✉❡ ♣❛++✐✈❡ ♣♦✉& ❞❡+ &❛✐+♦♥+ ❞❡ ❝♦J"+ ✜♥❛♥❝✐❡&+✳ ❊❧❧❡ ❛ 6"6 ❛♣♣❧✐,✉6❡ ❛✉
❱6+✉✈❡ ♣❛& ❩♦❧❧♦ ❡" ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ❡" ❉❡ ▼❛""❡✐+ ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✱ ❛✉ ▼♦♥" ❯+✉ ♣❛& ❖♥✐③❛✇❛
❡" ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ❛✉① ❈❤❛♠♣+ V❤❧6❣&6❡♥+ ♣❛& ❇❛""❛❣❧✐❛ ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❡" ❛✉ ▼♦♥" ❆+❛♠❛
♣❛& ❆♦❦✐ ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳
❖♥✐③❛✇❛ ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ♦♥" ♣&♦♣♦+6 ❞✬6"✉❞✐❡& ❧❛ +"&✉❝"✉&❡ ❞✉ ▼♦♥" ❯+✉ = ♣❛&"✐&
❞❡+ ❞♦♥♥6❡+ ♣&♦✈❡♥❛♥" ❞✬✉♥❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ +✐+♠✐,✉❡ ❛❝"✐✈❡ &6❛❧✐+6❡ ❡♥ ✷✵✵✶✳ ▲❛ "♦✲
♠♦❣&❛♣❤✐❡ ✷✲❉ ♠❡" ❡♥ 6✈✐❞❡♥❝❡ ❝✐♥, ❣&❛♥❞❡+ ❢♦&♠❛"✐♦♥+ ❣6♦❧♦❣✐,✉❡+ ❞❛"6❡+ ❥✉+,✉✬❛✉
V&6✲◆6♦❣A♥❡ ✭❋✐❣✳ ✶✳✷✶✮✳ ▲❡ &6+✉❧"❛" ❧❡ ♣❧✉+ &❡♠❛&,✉❛❜❧❡ ❡+" ❧❛ ♠✐+❡ ❡♥ 6✈✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥
♣❧♦♥❣❡♠❡♥" ❞✉ +♦❝❧❡ V&6✲◆6♦❣A♥❡ ✈❡&+ ❧❡ +✉❞✲+✉❞✲♦✉❡+"✳ ▲❛ &❡❧♦❝❛❧✐+❛"✐♦♥ ❞❡ ✷✵✵✵
6✈6♥❡♠❡♥"+ ♣&6❝6❞❛♥" ❧❡+ 6&✉♣"✐♦♥+ ❞❡ ▼❛&+ ✷✵✵✵ ♠♦♥"&❡ ✉♥❡ ♠✐❣&❛"✐♦♥ ❞❡+ +♦✉&❝❡+
+✐+♠✐,✉❡+ ❝♦♥"&❛✐♥"❡ ♣❛& ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥" ❞✉ +♦❝❧❡✳ ▲❛ ❞✐+"&✐❜✉"✐♦♥ +♣❛"✐❛❧❡ ❞❡+ +♦✉&❝❡+
+✐+♠✐,✉❡+ ♠♦♥"&❡ ,✉❡ ❝❡❧❧❡+✲❝✐ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥" ❞❡ ♣❧✉+ ❡♥ ♣❧✉+ +✉♣❡&✜❝✐❡❧❧❡+ ❛✉ ♥♦&❞ ❞✉
▼♦♥" ❯+✉✳
❇❛""❛❣❧✐❛ ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ♦♥" ❝♦♠❜✐♥6 ❞❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥6❡+✱ ❧✬✉♥ ❝♦♥"❡♥❛♥" ✻✵✻
+6✐+♠❡+ ❡♥&❡❣✐+"&6+ ❡♥ ✶✾✽✹ ❡" ✉♥ +❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣&❡♥❛♥" ❧❡+ ❡♥&❡❣✐+"&❡♠❡♥"+ ❞❡ ✶✺✷✽
"✐&+ &6❛❧✐+6+ ❧♦&+ ❞✬✉♥❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ +✐+♠✐,✉❡ ❛❝"✐✈❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞6"❡&♠✐♥❡& ❧❛ +"&✉❝"✉&❡
✐♥"❡&♥❡ ❞❡+ ❈❤❛♠♣+ V❤❧6❣&6❡♥+✳ ▲❛ "♦♠♦❣&❛♣❤✐❡ &6+✉❧"❛♥" ❞❡ ❝❡""❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐+♦♥
❧❡✉& ❛ ♣❡&♠✐+ ❞❡ ♠❡""&❡ ❡♥ 6✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ +"&✉❝"✉&❡ ❛♥♥✉❧❛✐&❡ ♣&6+❡♥"❛♥" ❞❡+ ✈✐"❡++❡+
&❛♣✐❞❡+ ❛✉ +✉❞ ❞❡ ❧❛ ❜❛✐❡ ❞❡ V♦③③✉♦❧✐✱ ♠❛&,✉❛♥" ❧❡+ ❜♦&❞+ ❞❡ ❧❛ ❝❛❧❞❡✐&❛ ✭❋✐❣✳ ✶✳✷✷✮✳
✸✻
 ❋✐❣✳ ✶✳✷✶ ✿ '(♦✜❧, ❡①/(❛✐/, ❞✉ ♠♦❞4❧❡ ❞❡ ✈✐/❡,,❡ ❞❡, ♦♥❞❡, ' (7❛❧✐,7 8 ♣❛(/✐( ❞✬❡♥✲
(❡❣✐,/(❡♠❡♥/, ♣(♦✈❡♥❛♥/ ❞✬✉♥❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ,✐,♠✐=✉❡ ❛❝/✐✈❡ ❛✉ ▼♦♥/ ❯,✉ ❬✜❣✉(❡
❡①/(❛✐/❡ ❞❡ ❖♥✐③❛✇❛ ❡/ ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮❪✳ ▲❛ ♣♦,✐/✐♦♥ ❞❡, /✐(, ❡,/ ✐♥❞✐=✉7❡ ♣❛( ❞❡, 7/♦✐❧❡,
✈✐♦❧❡//❡,✳ ▲❡, ✐♥❢♦(♠❛/✐♦♥, ❛♣♣♦(/7❡, ♣❛( ❧❛ ❣7♦❧♦❣✐❡ ,♦♥/ ,✉♣❡(♣♦,7❡, ❛✉① ,❡❝/✐♦♥,
✷✲❉✳
✸✼
 ❋✐❣✳ ✶✳✷✷ ✿ ❙❡❝*✐♦♥- ❤♦/✐③♦♥*❛❧❡- ❞✉ ♠♦❞6❧❡ ❞❡ ✈✐*❡--❡ ❞❡- ♦♥❞❡- 8 ❞9*❡/♠✐♥9 -♦✉- ❧❛
❝❛❧❞❡✐/❛ ❞❡- ❈❤❛♠♣- 8❤❧9❣/9❡♥- ❬✜❣✉/❡ ❡①*/❛✐*❡ ❞❡ ❇❛**❛❣❧✐❛ ❡* ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮❪✳
▲❡- /❛♣♣♦/*- ❞❡ ✈✐*❡--❡ VP✴VS ♠♦♥*/❡♥* ✭✶✮ ✉♥❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞❡ ❢♦/* /❛♣♣♦/* VP✴VS H
✶ ❦♠ ❞❡ ♣/♦❢♦♥❞❡✉/ -♦✉- ❧❛ ✈✐❧❧❡ ❞❡ 8♦③③✉♦❧✐ ❝♦//❡-♣♦♥❞❛♥* H ❞❡- /♦❝❤❡- ❝♦♥*❡♥❛♥*
❞❡- ✢✉✐❞❡- ❡* ✭✷✮ ✉♥ ❝♦/♣- H ❢❛✐❜❧❡ /❛♣♣♦/* VP✴VS -✬9*❡♥❞❛♥* H ✸✲✹ ❦♠ ❞❡ ♣/♦❢♦♥❞❡✉/
-♦✉- ✉♥❡ ❣/❛♥❞❡ ♣♦/*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛❧❞❡✐/❛✳ ❇❛**❛❣❧✐❛ ❡* ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ♦♥* -✉❣❣9/9 P✉❡ ❝❡**❡
-❡❝♦♥❞❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡ ♣♦✉//❛✐* ❝♦//❡-♣♦♥❞/❡ ❛✉ *♦✐* ❞❡ ❢♦/♠❛*✐♦♥- ❡♥/✐❝❤✐❡- ❡♥ ❣❛③✳ ▲❛
❝♦♠❜✐♥❛✐-♦♥ ❞❡ ❧❛ *♦♠♦❣/❛♣❤✐❡ ♣❛--✐✈❡ ❛✈❡❝ ❞❡ ❧❛ *♦♠♦❣/❛♣❤✐❡ ❛❝*✐✈❡ ❛ ♣❡/♠✐- H ❝❡-
❛✉*❡✉/- ❞✬♦❜*❡♥✐/ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧✉- ♣/9❝✐-❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛/*✐❡ -✉♣❡/✜❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ -*/✉❝*✉/❡ ❞❡-
❈❤❛♠♣- 8❤❧9❣/9❡♥- P✉❡ -✬✐❧- ❛✈❛✐❡♥* ✉*✐❧✐-9 ❧❛ *♦♠♦❣/❛♣❤✐❡ ♣❛--✐✈❡ -❡✉❧❡✳
❆♥❛❧②%❡ ❞❡% ♦♥❞❡% ❞❡ %✉*❢❛❝❡ ♣❛* ❞❡% ♠/0❤♦❞❡% ❞❡ ✜❧0*❡ ♠✉❧0✐♣❧❡
▲❛ *❡❝❤♥✐P✉❡ ❞❡ ✜❧*/❡ ♠✉❧*✐♣❧❡ ❛ 9*9 ❡♠♣❧♦②9❡ ❞❛♥- P✉❡❧P✉❡- ❝❛- ❞✬9*✉❞❡ ❞❡ ❧❛
-*/✉❝*✉/❡ ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✈♦❧❝❛♥✐P✉❡✳ ❈❡ ❢✉* ❧❡ ❝❛- ♣♦✉/ ❧❡ ❙*/♦♠❜♦❧✐ ♣❛/ ▲❛ ❘♦❝❝❛ ❡*
❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ❡* ❛✉ 8♦♣♦❝❛*9♣❡*❧ ♣❛/ ❉❡ ❇❛//♦- ❡* ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❉❛♥- ❝❡- ❞❡✉① 9*✉❞❡-✱
✸✽
❧✬✉#✐❧✐%❛#✐♦♥ ❞❡ ❝❡##❡ ♠-#❤♦❞❡ ❛ ❡✉ ♣♦✉0 ❜✉# ❞✬❡①#0❛✐0❡ ❧❡ ♠♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥#❛❧ ❞❡%
♦♥❞❡% ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❞-❞✉✐0❡ ❧❛ ❝♦✉0❜❡ ❞❡ ❞✐%♣❡0%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐#❡%%❡ ❞❡ ♣❤❛%❡
♦✉ ❞❡ ❣0♦✉♣❡✳ ▲❡% ♠♦❞;❧❡% ❞❡ ✈✐#❡%%❡ ✐%%✉% ❞❡ ❧✬✐♥✈❡0%✐♦♥ ❞❡% ❝♦✉0❜❡% ❞❡ ❞✐%♣❡0%✐♦♥
♠♦♥#0❡♥# #♦✉#❡❢♦✐% ❞❡% -❝❤❡❧❧❡% %♣❛#✐❛❧❡% #0;% ❞✐✛-0❡♥#❡% ❧✐-❡% ❛✉① ❝❤♦✐① ❞❡% %✐❣♥❛✉①
✉#✐❧✐%-%✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ? ♣❛0#✐0 ❞✬❡①♣❧♦%✐♦♥% ❣-♥-0-❡% ♣❛0 ❧✬❛❝#✐✈✐#- ❞✉ ❙#0♦♠❜♦❧✐✱ ▲❛ ❘♦❝❝❛
❡# ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ♦♥# ❞-#❡0♠✐♥- ✉♥❡ ♠♦❞;❧❡ ❞❡ ✈✐#❡%%❡ ❥✉%F✉✬? ✷✺✵ ♠ ❞❡ ♣0♦❢♦♥❞❡✉0 ❛❧♦0%
F✉❡ ❉❡ ❇❛00♦% ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ♦♥# ❞-#❡0♠✐♥- ❧❡ ♠♦❞;❧❡ ❞❡ ✈✐#❡%%❡ ❞✉ K♦♣♦❝❛#-♣❡#❧
❥✉%F✉✬? ✺✺ ❦♠ ❞❡ ♣0♦❢♦♥❞❡✉0 ❡♥ ✉#✐❧✐%❛♥# ❞❡% #-❧-%-✐%♠❡%✳ ▲❛ ♠-#❤♦❞❡ ✉#✐❧✐%-❡ ❡%#
❞-❝0✐#❡ ❜0✐;✈❡♠❡♥# ❞❛♥% ❧❡ ♣❛0❛❣0❛♣❤❡ %✉✐✈❛♥# ❡♥ %✬❛♣♣✉②❛♥# %✉0 ❧✬-#✉❞❡ 0-❛❧✐%-❡ ♣❛0
▲❛ ❘♦❝❝❛ ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳
▲❛ ❘♦❝❝❛ ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ♦♥# ♣0♦♣♦%- ❞✬-#✉❞✐❡0 ❧❛ %#0✉❝#✉0❡ ❞✉ ✈♦❧❝❛♥ ❙#0♦♠❜♦❧✐ ❡♥
❞❡✉① %✐#❡%✱ ▲❛❜0♦♥③♦ ❛✉ ♥♦0❞ ❡# ●✐♥♦%#0❛ ? ❧✬♦✉❡%# ❞❡ ❧✬O❧❡✳ ▲❡✉0 -#✉❞❡ %✬❡%# ♣♦0#-❡
%✉0 ✶✹ ❡①♣❧♦%✐♦♥% ❡♥0❡❣✐%#0-❡% ❡♥ ✶✾✾✷ ♣♦✉0 ❧❡ %✐#❡ ❞❡ ▲❛❜0♦♥③♦ ❡# %✉0 ✷✵ ❡①♣❧♦%✐♦♥%
❡♥0❡❣✐%#0-❡% ❡♥ ✶✾✾✼ ♣♦✉0 ❧❡ %✐#❡ ❞❡ ●✐♥♦%#0❛✳ ❊❧❧❡ ❡%# ❜❛%-❡ %✉0 ❧✬✉#✐❧✐%❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛
#❡❝❤♥✐F✉❡ ❞❡ ✜❧#0❡ ♠✉❧#✐♣❧❡ ❞-❝0✐#❡ ♣❛0 ❉③✐❡✇♦♥%❦✐ ❡# ❛❧✳ ✭✶✾✻✾✮✱ ❛✐♥%✐ F✉❡ %✉0 ✉♥❡
♠-#❤♦❞❡ ❞✬❛❥✉%#❡♠❡♥# ❞❡ ❧❛ ♣❤❛%❡ ❞❡% %✐%♠♦❣0❛♠♠❡% ✭K❤❛%❡✲▼❛#❝❤❡❞ ❋✐❧#❡0✱ K▼❋✮
❞-#❛✐❧❧-❡ ♣❛0 ❍❡00✐♥ ❡# ●♦❢♦0#❤ ✭✶✾✼✼✮✳ ▲❡% %✐❣♥❛✉①✱ ❡♥0❡❣✐%#0-% ♣❛0 ❧❛ ❝♦♠♣♦%❛♥#❡
✈❡0#✐❝❛❧❡ ❞❡% %✐%♠♦♠;#0❡%✱ %♦♥# ✜❧#0-% ❞❛♥% ✉♥❡ -#0♦✐#❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢0-F✉❡♥❝❡ ❝❡♥#0-❡
❛✉#♦✉0 ❞✬✉♥❡ %-0✐❡ ❞❡ ❢0-F✉❡♥❝❡% ❝♦♠♣0✐%❡% ❡♥#0❡ ✷ ❡# ✽ ❍③✳ K♦✉0 ❝❤❛F✉❡ ❜❛♥❞❡
❞❡ ❢0-F✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ✈✐#❡%%❡ ❞❡ ❣0♦✉♣❡ ❡%# ❡%#✐♠-❡ ❡♥ ♠❡%✉0❛♥# ❧❡ #❡♠♣% ❞✬❛00✐✈-❡ ❞✉
♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❛♠♣❧✐#✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞✉ %✐❣♥❛❧ ✜❧#0-✳ ▲❛ ❝♦✉0❜❡ ❞❡ ❞✐%♣❡0%✐♦♥ ♣♦✉0
❝❤❛F✉❡ -✈-♥❡♠❡♥# ❡%# ♦❜#❡♥✉❡ ❡♥ #0❛Z❛♥# ❧❡% ♠❛①✐♠✉♠% ❞✬❛♠♣❧✐#✉❞❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐#❡%%❡ ❞❡ ❣0♦✉♣❡ ❡# ❞❡ ❧❛ ❢0-F✉❡♥❝❡✳ K♦✉0 -❧✐♠✐♥❡0 ❧❡% ♦♥❞❡% ❞❡ ✈♦✲
❧✉♠❡ ❛✐♥%✐ F✉❡ ❧❡% ❛✉#0❡% ♠♦❞❡%✱ ♣♦✉0 ♥❡ ❣❛0❞❡0 F✉❡ ❧❡ ♠♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥#❛❧ ❞❡% ♦♥❞❡%
❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ❧❛ ♣❤❛%❡ ❞❡% %✐%♠♦❣0❛♠♠❡% ❡%# ❛❥✉%#-❡ ❡♥ ✉#✐❧✐%❛♥# ✉♥❡ ❝♦✉0❜❡ ❞❡ ❞✐%✲
♣❡0%✐♦♥ ❞✐#❡ ❝♦✉0❜❡ ❞✬❡%%❛✐✳ ❈❡##❡ ❝♦✉0❜❡ ❡%# ✐%%✉❡ ❞❡ ❧❛ %♦♠♠❛#✐♦♥ ❞❡% ❝♦✉0❜❡% ❞❡
❞✐%♣❡0%✐♦♥ ♦❜#❡♥✉❡% ? ♣❛0#✐0 ❞❡% ♠❛①✐♠✉♠% ❞✬❛♠♣❧✐#✉❞❡% ❞❡% %✐❣♥❛✉① ✜❧#0-%✳ ▲✬❛❥✉%✲
#❡♠❡♥# ❞❡ ❧❛ ♣❤❛%❡ ❡%# 0-❛❧✐%- %✉0 ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% %✐%♠♦❣0❛♠♠❡% ❡♥0❡❣✐%#0-% %✉0 ❧❡%
#0♦✐% ❝♦♠♣♦%❛♥#❡% ❞❡% %✐%♠♦♠;#0❡% ✭✶✹①✸ ♣♦✉0 ▲❛❜0♦♥③♦✱ ✷✵①✸ ♣♦✉0 ●✐♥♦%#0❛✮✳ K♦✉0
❝❤❛F✉❡ %✐%♠♦❣0❛♠♠❡✱ ▲❛ ❘♦❝❝❛ ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ♦♥# ❝❛❧❝✉❧- ✉♥❡ ❝♦✉0❜❡ ❞❡ ❞✐%♣❡0%✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✈✐#❡%%❡ ❞❡ ❣0♦✉♣❡ ♦✉ ❞❡ ♣❤❛%❡✳ ▲✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ❝♦✉0❜❡% ❛ ❡♥%✉✐#❡ -#- %♦♠♠-
✸✾
 ❋✐❣✳ ✶✳✷✸ ✿ ▼♦❞+❧❡. ❞❡ ✈✐0❡..❡ ✶✲❉ ❞❡. ♦♥❞❡. 4 ❡0 ❙ ❡.0✐♠7. ♣❛: ▲❛ ❘♦❝❝❛ ❡0 ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮
A ♣❛:0✐: ❞❡ ❧✬✐♥✈❡:.✐♦♥ ❞❡. ❝♦✉:❜❡. ❞❡ ❞✐.♣❡:.✐♦♥ ❞❡. ✈✐0❡..❡. ❞❡ ❣:♦✉♣❡ ❡0 ❞❡ ♣❤❛.❡
♦❜0❡♥✉❡ ♣♦✉: ❧❡. .✐0❡. ❞❡ ▲❛❜:♦♥③♦ ✭❣:❛♣❤❡. ✭❛✮ ❡0 ✭❜✮✮ ❡0 ❞❡ ●✐♥♦.0:❛ ✭❣:❛♣❤❡. ✭❝✮
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 Couche Epaisseur VP VS
1 30 820 450
2 30 1312 667
3 49 1625 885
4 100 2250 1245
5 92 2950 1560
6 439 3500 1900
7 260 5300 2675
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♥♦✉% ❛✈♦♥% ♣✉ ❧❡ ♠❡♥+✐♦♥♥❡" ❧♦"% ❞❡ ❧✬✐♥+"♦❞✉❝+✐♦♥ ❞❡ ❝❡ +"❛✈❛✐❧ ❞❡ +❤=%❡✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐%✲
%❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦%✐+✐♦♥ ❞❡% %♦✉"❝❡% %✐%♠✐4✉❡% ❡%+ ❝"✉❝✐❛❧❡ ♣♦✉" ❧❛ ❝♦♠♣".❤❡♥%✐♦♥ ❞❡%
♣"♦❝❡%%✉% ♣❤②%✐4✉❡% 4✉✐ %❡ ♣"♦❞✉✐%❡♥+ ❛✉ %❡✐♥ ❞❡ ❧✬.❞✐✜❝❡ ✈♦❧❝❛♥✐4✉❡✳❊♥ ❡✛❡+✱ ❧❛ %✐%✲
♠✐❝✐+. %❡ ❝♦♥❝❡♥+"❡ ♣"♦❜❛❜❧❡♠❡♥+ ❞❛♥% ❧❡% ③♦♥❡% ❞❡ ❢♦"+❡% ♣❡"+✉"❜❛+✐♦♥% ❞❡ ❧✬.+❛+ ❞❡
❝♦♥+"❛✐♥+❡%✱ ❛%%♦❝✐.❡% ❛✉ +"❛♥%❢❡"+ ❞❡ ♠❛❣♠❛ ✈❡"% ❧❛ %✉"❢❛❝❡✳ ❊♥ ♣"❡♥❛♥+ ❡♥ ❝♦♠♣+❡
❧❡% ❝❛"❛❝+."✐%+✐4✉❡% ❞❡% ❞✐✛."❡♥+% +②♣❡% ❞❡ %✐❣♥❛✉① ♦❜%❡"✈.% ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✈♦❧❝❛♥✐4✉❡
❛✐♥%✐ 4✉❡ ❧❡% ❝❛"❛❝+."✐%+✐4✉❡% ❞❡% %+"✉❝+✉"❡%✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡% ♠.+❤♦❞❡% ❞❡ ❧♦❝❛❧✐%❛+✐♦♥%
❞❡% %♦✉"❝❡%✱ ♣❧✉% "♦❜✉%+❡% ❡+ ♣❧✉% ♣".❝✐%❡%✱ ♦♥+ .+. ♣"♦♣♦%.❡%✳ ❉❛♥% ❝❡++❡ ♣❛"+✐❡
❞❡ ❝❤❛♣✐+"❡ ❝♦♥%❛❝".❡ 5 ❧✬.+❛+ ❞❡ ❧✬❛"+ ❡♥ ♠❛+✐="❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐%❛+✐♦♥ ❞❡% %♦✉"❝❡% %✐%♠♦✲
✈♦❧❝❛♥✐4✉❡%✱ ♥♦✉% ♣"♦♣♦%♦♥% ❞❡ ❞.❝"✐"❡ ❧❡ ♣"✐♥❝✐♣❡ +❤.♦"✐4✉❡ ❡+ 4✉❡❧4✉❡% ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥%
❞❡% ♠.+❤♦❞❡% ❧❡% ♣❧✉% ❝♦✉"❛♠♠❡♥+ ✉+✐❧✐%.❡%✳
✸✳✶ ▲❛ ♣♦❧❛(✐*❛+✐♦♥ ❞❡* ♦♥❞❡*
▲✬❛♥❛❧②%❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥+ ❞❡% ♣❛"+✐❝✉❧❡% ❧♦"% ❞✉ ♣❛%%❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ %♦✉% ✉♥
".%❡❛✉ ❞❡ ❝❛♣+❡✉"% ❡%+ ✉♥❡ ♠.+❤♦❞❡ ".❣✉❧✐="❡♠❡♥+ ✉+✐❧✐%.❡ ❞❡♣✉✐% ❧❡% ❛♥♥.❡% ✶✾✾✵ ❛✜♥
❞✬♦❜+❡♥✐" ❧❛ ♣♦%✐+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ %♦✉"❝❡ ❞❡% %✐❣♥❛✉① %✐%♠♦✲✈♦❧❝❛♥✐4✉❡% ✭❉❡❧ M❡③③♦ ❡+
❛❧✳✱ ✶✾✾✷ ❀ ◆❡✉❜❡"❣ ❡+ ❛❧✳✱ ✶✾✾✹ ❀ ❆❧♠❡♥❞"♦% ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✵ ❀ ◆❡✉❜❡"❣ ❡+ M♦✐♥+❡"✱ ✷✵✵✵ ❀
❙❛❝❝♦"♦++✐ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷ ❀ ❈❤♦✉❡+ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✺ ❀ ❈❡%❝❛ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✽ ❀ ▼.+❛①✐❛♥ ❡+ ❛❧✳✱
✷✵✵✾ ❀ M❡+"♦%✐♥♦ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡%+ ✜❛❜❧❡ 4✉❡ %✐ ❧❡% %✐%♠♦♠=+"❡%
%♦♥+ %✉✣%❛♠♠❡♥+ ♣"♦❝❤❡% ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ %♦✉"❝❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❛♣♣❛"❡♥+ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡
M ✐♥❝✐❞❡♥+❡ φ %❡ ❜❛%❡ %✉" ❧❡% ❝♦♠♣♦%❛♥+❡% ❤♦"✐③♦♥+❛❧❡% ❡+ ✈❡"+✐❝❛❧❡% ❞✉ ❞.♣❧❛❝❡♠❡♥+
tanφ = Ax/Az ✭◆❡✉❜❡"❣ ❡+ M♦✐♥+❡"✱ ✷✵✵✵✮ ❀ ▲❡ ❞.♣❧❛❝❡♠❡♥+ +❤.♦"✐4✉❡ .+❛♥+ ❢♦"♠✉❧.
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 ❋✐❣✳ ✶✳✷✼ ✿ ❙❝❤+♠❛ ❡①01❛✐0 ❞❡ ◆❡✉❜❡1❣ ❡0 6♦✐♥0❡1 ✭✷✵✵✵✮ 1❡♣1+=❡♥0❛♥0 ❧❡= ❛♥❣❧❡=
❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡0 ❧❡= ❞✐1❡❝0✐♦♥= ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥0 ❞❡= ♣❛10✐❝✉❧❡= ♣♦✉1 ❛✮ ✉♥❡ =✉1❢❛❝❡ ❧✐❜1❡
❤♦1✐③♦♥0❛❧❡ ❡0 ❜✮ ✉♥❡ =✉1❢❛❝❡ ✐♥❝❧✐♥+❡✳
♣❛1 ❧✬❡①♣1❡==✐♦♥ ✭❆❦✐ ❡0 ❘✐❝❤❛1❞=✱ ✶✾✽✵✮ ✿
A =
[4αp
β2
cosi
α
cosj
β
, 0, −2α
β2
cosi
α
( 1
β2
− 2p2)]P´ exp[iw(px− t)]
( 1
β2
+ 4p2 cosi
α
cosj
β
)
✭✷✮
♦$ α ❡& β '❡♣')*❡♥&❡♥& '❡*♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& ❧❛ ✈✐&❡**❡ ❞❡* ♦♥❞❡* 3 ❡& ❙✱ ♣ ❧❡ ♣❛'❛♠6&'❡ ❞❡
'❛✐✱ ✐ ❡& ❥ ❧❡* ❛♥❣❧❡* ❞❡ ♣'♦♣❛❣❛&✐♦♥ ❞)✜♥✐❡ *✉' ❧❛ ✜❣✉'❡ ✶✳✷✼✳ ❉❛♥* ❧❡ ❝❛* ❞✬✉♥❡ *✉'❢❛❝❡
❧✐❜'❡ ❤♦'✐③♦♥&❛❧❡✱ ◆❡✉❜❡'❣ ❡& 3♦✐♥&❡' ✭✷✵✵✵✮ ♦♥& ♠♦♥&') F✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥*
❧❛ ❞✐'❡❝&✐♦♥ ❞❡ ♣'♦♣❛❣❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❡*& ❞)✜♥✐❡ ♣❛' ✿
i = sin−1(
α
β
sin
1
2
φ) ✭✸✮
❊♥ ❝♦♥*✐❞)'❛♥& ❧❡ ❝❛* ❞✬✉♥❡ *✉'❢❛❝❡ ❧✐❜'❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥❝❧✐♥)❡ ♦$ ❧❡* ❛♥❣❧❡* φ✱ ✐ ❡& ❥ *♦♥&
♠❡*✉')* ♣❛' '❛♣♣♦'& J ❧❛ ✈❡'&✐❝❛❧❡✱ ◆❡✉❜❡'❣ ❡& 3♦✐♥&❡' ✭✷✵✵✵✮ ♦♥& ❞)♠♦♥&') F✉❡ ❧❛
❞✐'❡❝&✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥& ❞❡* ♣❛'&✐❝✉❧❡* ❛ = A/|A|✱ ❧❛ ❞✐'❡❝&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❜ = (bx, by, bz)✱ ❛✈❡❝ bz ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ❛✐♥*✐ F✉❡ ❧❡ ✈❡❝&❡✉' ♥♦'♠❛❧ J ❧❛ *✉'❢❛❝❡
♥ ❞)✜♥✐**❡♥& ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✿
i = cos−1♥ · ❜ ✭✹✮
❡& ❧✬❛♥❣❧❡ ❛♣♣❛'❡♥& ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ 3 ✐♥❝✐❞❡♥&❡ ✿
φ = cos−1♥ · ❛ ✭✺✮
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 ❋✐❣✳ ✶✳✷✽ ✿ ▼♦✉✈❡♠❡♥/0 ❞❡0 ♣❛4/✐❝✉❧❡0 ♦❜/❡♥✉0 ♣❛4 ◆❡✉❜❡4❣ ❡/ ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮ ❛✉ ✈♦❧❝❛♥
❙/4♦♠❜♦❧✐✳
❙✐ ❧❛ 0✉4❢❛❝❡ ❧✐❜4❡ ❡0/ ❤♦4✐③♦♥/❛❧❡✱ 0❡✉❧ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡0/ ❛✛❡❝/D ♣❛4 ❧❛ 0✉4❢❛❝❡
❧✐❜4❡ ❡/ ❧❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉/❤ ♣❡✉/ G/4❡ ❞D/❡4♠✐♥D✳ H❛4 ❝♦♥/4❡✱ 0✐ ❧❛ 0✉4❢❛❝❡ ♣♦00I❞❡ ✉♥❡
✐♥❝❧✐♥❛✐0♦♥ ❛❧♦40 ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡/ ❧❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉/❤ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ H 0♦♥/ ❛✛❡❝/D0✳ ▲❛
♠D/❤♦❞❡ ❞❡ ♣♦❧❛4✐0❛/✐♦♥ ❞❡0 ♦♥❞❡0 ♥❡ ♣❡✉/ ❛♣♣♦4/❡4 K✉✬✉♥❡ ♣♦0✐/✐♦♥ ❛♣♣4♦①✐♠❛/✐✈❡
❞❡ ❧❛ 0♦✉4❝❡ ♥♦/❛♠♠❡♥/ ❞❛♥0 ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♦M ❧❡0 ♠♦4♣❤♦❧♦❣✐❡0 ❡/ ❧❡0 0/4✉❝/✉4❡0 ✐♥/❡4♥❡0
0♦♥/ ❝♦♠♣❧❡①❡0 ❡/ ✐♥✢✉❡♥/ ❢♦4/❡♠❡♥/ 0✉4 ❧❛ ❞✐4❡❝/✐♦♥ ❞❡ ♣4♦♣❛❣❛/✐♦♥ ❞❡0 ♦♥❞❡0 ✭◆❡✉✲
❜❡4❣ ❡/ H♦✐♥/❡4✱ ✷✵✵✵ ❀ ❍❡❧❧✇❡❣✱ ✷✵✵✸ ❀ ▼D/❛①✐❛♥ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❊❧❧❡ ❛ D/D ✉/✐❧✐0D❡ ♣❛4
◆❡✉❜❡4❣ ❡/ ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮ 0✉4 ❞❡0 0✐❣♥❛✉① ❧♦♥❣✉❡ ♣D4✐♦❞❡ ❡♥4❡❣✐0/4D0 ♣❛4 ❞❡✉① ❛♥/❡♥♥❡0
❞❡ ❝❛♣/❡✉40 ❧❛4❣❡✲❜❛♥❞❡ ✐♥0/❛❧❧D❡0 0✉4 ❧❡ ✈♦❧❝❛♥ ❙/4♦♠❜♦❧✐✳ ❆✜♥ ❞✬✉/✐❧✐0❡4 ❧❡0 ♦♥❞❡0 H
❞✐4❡❝/❡0 ♣♦✉4 ❧✬❛♥❛❧②0❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥/ ❞❡ ♣❛4/✐❝✉❧❡0✱ ❧❡0 0✐❣♥❛✉① 0♦♥/ ✜❧/4D0 X ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥ ✜❧/4❡ ♣❛00❡✲❜❛0✳ ▲❡0 4D0✉❧/❛/0 ♠♦♥/4❡♥/ ✉♥❡ ③♦♥❡ 0♦✉4❝❡ 0✬D/❡♥❞❛♥/ ❡♥/4❡ ✶✵✵ ❡/
✻✵✵ ♠I/4❡0 0♦✉0 ❧❛ 4D❣✐♦♥ ❞❡0 ❝4❛/I4❡0✳ ❚♦✉0 ❧❡0 D♣✐❝❡♥/4❡0 0✐0♠✐K✉❡0 ♦♥/ D/D ❧♦❝❛❧✐✲
0D0 ❛✉ ♥♦4❞✲♦✉❡0/ ❞❡0 ❝4❛/I4❡0✱ K✉❡❧K✉❡ 0♦✐/ ❧❡ ❝4❛/I4❡ ❡♥ ❛❝/✐✈✐/D ✭❋✐❣✉4❡ ✶✳✷✽✮✳ ▲❡0
❧♦❝❛❧✐0❛/✐♦♥0 ♦❜/❡♥✉❡0 ♣❛4 ◆❡✉❜❡4❣ ❡/ ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮✱ ❡♥ ❛❝❝♦4❞ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡0 4D❛❧✐0D❡0 ♣❛4
❉❡❧ H❡③③♦ ❡/ ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮✱ ✐♥❞✐K✉❡♥/ ❛❧♦40 ✉♥❡ 4D❣✐♦♥ 0♦✉4❝❡ ♣♦✉4 ❧❡0 0✐❣♥❛✉① ❧♦♥❣✉❡
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♠$1❤♦❞❡& ❞❡ ♣♦❧❛2✐&❛1✐♦♥ ❞❡& ♦♥❞❡& ✭❈❤♦✉❡1 ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✱ ❞❡& ❛♠♣❧✐1✉❞❡& &✐&♠✐)✉❡&
✭❑✉♠❛❣❛✐ ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✶✵ ❀ ✷✵✶✶✮ ♦✉ ❞✬✐♥1❡2❝♦22$❧❛1✐♦♥ ✭❉❡ ❇❛22♦& ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❈❡
♣2♦❝$❞$ ♣❡2♠❡1 ❞❡ ♥❡ ❝❛❧❝✉❧❡2 )✉❡ ❧❡& ❢♦2♠❡& ❞✬♦♥❞❡ ❞♦♥1 ❧❡& &♦✉2❝❡& &♦♥1 ❞✐&♣♦&$❡&
❞❛♥& ❧❛ 2$❣✐♦♥ ❝♦♥&✐❞$2$❡✳ ▼❛❧❣2$ ❧❛ ♣2$❝✐&✐♦♥ )✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉1 ♦❜1❡♥✐2 &✉2 ❧❛ ♣♦&✐1✐♦♥ ❞❡
❧❛ &♦✉2❝❡✱ ❧✬✐♥✈❡2&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦2♠❡ ❞✬♦♥❞❡ ❡&1 ♣❧✉& ❢2$)✉❡♠♠❡♥1 ✉1✐❧✐&$❡ ♣♦✉2 ♦❜1❡♥✐2
❧❡ ♠$❝❛♥✐&♠❡ ' ❧❛ &♦✉2❝❡✳ ❊♥ &❡ ❜❛&❛♥1 &✉2 ❧✬$)✉❛1✐♦♥ ✭✶✶✮✱ ❧❡ ♠$❝❛♥✐&♠❡ ' ❧❛ &♦✉2❝❡
♣❡✉1 312❡ ❡&1✐♠$ ❡♥ ♣2♦❝$❞❛♥1 ' ✉♥❡ ✐♥✈❡2&✐♦♥ ❞✉ 1❡♥&❡✉2 ❞❡& ♠♦♠❡♥1& &✐&♠✐)✉❡&✳
❉❡♣✉✐& ❧❛ ✜♥ ❞❡& ❛♥♥$❡& ✶✾✾✵✱ ❝❡11❡ 1❡❝❤♥✐)✉❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐&❛1✐♦♥ ❡1 ❞❡ ❞$1❡2♠✐♥❛1✐♦♥
❞✉ ♠$❝❛♥✐&♠❡ ' ❧❛ &♦✉2❝❡ ❛ $1$ ❧❛2❣❡♠❡♥1 ✉1✐❧✐&$❡✳ ❊♥ ✉1✐❧✐&❛♥1 ❝❡ ♣2✐♥❝✐♣❡✱ ❈❤♦✉❡1
❡1 ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ♦♥1 )✉❛♥1✐✜$ ❧❡& ❡①♣❧♦&✐♦♥& &✉2✈❡♥✉❡& ❛✉ ❙12♦♠❜♦❧✐ ❡♥ ❙❡♣1❡♠❜2❡ ✶✾✾✼✳
❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ 2$&❡❛✉ ❝♦♠♣2❡♥❛♥1 ✷✶ &✐&♠♦♠^12❡& ❧❛2❣❡✲❜❛♥❞❡✱ ❧❡& ③♦♥❡& &♦✉2❝❡ ♦♥1
$1$ ❧♦❝❛❧✐&$❡& ' ❡♥✈✐2♦♥ ✶✻✵ ♠ ❛✉ ♥♦2❞✲♦✉❡&1✱ ❡1 ✷✷✵ ❡1 ✷✻✵ ♠ &♦✉& ❧❡& $✈❡♥1& ❛❝1✐❢& ❞✉
❙12♦♠❜♦❧✐ ✭❋✐❣✳ ✶✳✸✷✮✳ ▲❡ ♠❡✐❧❧❡✉2 ♠$❝❛♥✐&♠❡ ' ❧❛ &♦✉2❝❡ ♦❜1❡♥✉ ❧♦2& ❞❡ ❧✬✐♥✈❡2&✐♦♥
❝♦♠♣2❡♥❞ ✻ ❝♦♠♣♦&❛♥1❡& ❞✉ 1❡♥&❡✉2 ❞❡& ♠♦♠❡♥1& ❡1 ✸ ❝♦♠♣♦&❛♥1❡& ❞✬✉♥❡ ❢♦2❝❡
✉♥✐)✉❡✱ ✐♥1❡2♣2$1$ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦✉✈❡21✉2❡ ❞✉ ✜&&✉2❡✳ ❉❡& $1✉❞❡& &✐♠✐❧❛✐2❡& ♦♥1 $1$ ♠❡♥$❡&
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 ❋✐❣✳ ✶✳✸✷ ✿ ▲♦❝❛❧✐-❛.✐♦♥- ❞❡ ❧❛ -♦✉3❝❡ ❞❡ -✐❣♥❛✉① ❧♦♥❣✉❡ ♣63✐♦❞❡ ❡♥3❡❣✐-.36- ❡♥ ❙❡♣✲
.❡♠❜3❡ ✶✾✾✼ ❛✉ ❙.3♦♠❜♦❧✐ ✭❞✬❛♣3?- ❈❤♦✉❡. ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳
❛✉ E♦♣♦❝❛.6♣❡.❧ ♣❛3 ❈❤♦✉❡. ❡. ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✱ G ❧✬❊.♥❛ ♣❛3 ▲♦❦♠❡3 ❡. ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❡. ❉❡
❇❛33♦- ❡. ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❛✉ ✈♦❧❝❛♥ ❆3❡♥❛❧ ♣❛3 ❉❛✈✐ ❡. ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳
✸✳✹ ▲❡% ♠'(❤♦❞❡% ❞✬❛♥(❡♥♥❡% %✐%♠✐0✉❡%
❈♦♠♠❡ ♥♦✉- ❛✈♦♥- ♣✉ ❧❡ ♠❡♥.✐♦♥♥❡3 ❞❛♥- ❧❛ ♣❛3.✐❡ .3❛✐.❛♥. ❞❡- 6.✉❞❡- ❞❡ -.3✉❝✲
.✉3❡- ♣❛3 ❧❡ ❜✐❛✐- ❞❡- ♠6.❤♦❞❡- ❞✬❛♥.❡♥♥❡-✱ ❝❡- ❞❡3♥✐?3❡- -♦♥. ❜❛-6❡- -✉3 ❧✬✐♥.❡3✲
❝♦336❧❛.✐♦♥ ❞❡- -✐❣♥❛✉① ❡♥3❡❣✐-.36- ♣❛3 ❧❡- ❝❛♣.❡✉3- ❢♦3♠❛♥. ✉♥❡ ❛♥.❡♥♥❡ -✐-♠✐O✉❡✳
▲❡✉3 ✉.✐❧✐-❛.✐♦♥ ♣❡3♠❡. ❞✬❡-.✐♠❡3 ❧❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉.❤ ❛✐♥-✐ O✉❡ ❧❛ ✈✐.❡--❡ ✭♦✉ ❧❡♥.❡✉3✮
❛♣♣❛3❡♥.❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ -❡ ♣3♦♣❛❣❡❛♥. G .3❛✈❡3- ❧✬❛♥.❡♥♥❡✳ ❋✉3♦♠♦.♦ ❡. ❛❧✳ ✭✶✾✾✵✮ ♦♥.
✉.✐❧✐-6 ❧❛ ❝♦❤63❡♥❝❡ ❞❡- -✐❣♥❛✉① ❛✜♥ ❞❡ ❝❛3❛❝.63✐-❡3 ❧❛ -♦✉3❝❡ ❞✉ .36♠♦3 ❡♥3❡❣✐-.36 ♣❛3
✉♥❡ ❛♥.❡♥♥❡ ❞❡ ❝❛♣.❡✉3- ✐♥-.❛❧❧6❡ ❛✉① ❛❜♦3❞- ❞❡ ❧❛ ❝❛❧❞❡✐3❛ ❞✉ ✈♦❧❝❛♥ ■③✉✲❖-❤✐♠❛
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 ❋✐❣✳ ✶✳✸✸ ✿ ❈❛)*❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐.*)✐❜✉*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ .❡♠❜❧❛♥❝❡ )5❛❧✐.5❡ ♣❛) ❋✉)♦♠♦*♦ ❡* ❛❧✳
✭✶✾✾✵✮ ; ❧✬■③✉✲❖.❤✐♠❛ ✐♥❞✐B✉❛♥* ❧❡. .♦✉)❝❡. ❞✉ *)5♠♦)✳
✭❏❛♣♦♥✮✳ ❊♥ ❝❡ ❜❛.❛♥* .✉) ❧❛ .❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡. .✐❣♥❛✉①✱ ❞5✜♥✐❡ ♣❛) ✿
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♦H fij(i) )❡♣)5.❡♥*❡ ❧❡ ❥✭✐✮
ime
5❝❤❛♥*✐❧❧♦♥✱ .✭✐✮ ❡* ❡✭✐✮ )❡♣)5.❡♥*❛♥* ❧❡. ♣♦✐♥*. ❞❡
❞5♣❛)* ❡* ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥K*)❡ ❡♥)❡❣✐.*)5 ♣❛) ❧❡ ✐
ime ❝❛♣*❡✉)✱ ❋✉)♦♠♦*♦ ❡* ❛❧✳ ✭✶✾✾✵✮
♦♥* ✐❞❡♥*✐✜5 ❧❡. ③♦♥❡. .♦✉)❝❡ ♠❛)B✉5❡. ♣❛) ❞❡. ❢♦)*❡. ✈❛❧❡✉). ❞❡ ❧❛ .❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭❋✐❣✳
✶✳✸✸✮✳
❉❡♣✉✐. ✉♥❡ ✈✐♥❣*❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥5❡.✱ ❧❡. ♠5*❤♦❞❡. ❞✬❛♥*❡♥♥❡. .❡ .♦♥* ❞5✈❡❧♦♣♣5❡. ♣♦✉)
.✬❛❞❛♣*❡) ❛✉① ❝♦♥*)❛✐♥*❡. ❞❡. 5*✉❞❡. ❞❡. .♦✉)❝❡. .✐.♠♦✲✈♦❧❝❛♥✐B✉❡.✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❧❛ ✈❛✲
)✐5*5 ❡* ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐*5 ❞❡. .✐❣♥❛✉① ❣5♥5)5. ♣❛) ❧❡. ❞✐✛5)❡♥*. ♣)♦❝❡..✉. ♣❤②.✐B✉❡.
.✉.❝❡♣*✐❜❧❡. ❞❡ .❡ ♣)♦❞✉✐)❡ ❛✉ .❡✐♥ ❞❡ ❧✬5❞✐✜❝❡ ✭❢)❛❝*✉)❛*✐♦♥✱ ❝✐)❝✉❧❛*✐♦♥ ❞✉ ♠❛❣♠❛✱
❞❡. ❣❛③✮ ♦♥* ✐♥✢✉5 .✉) ❧✬❛♠5❧✐♦)❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❡. *❡❝❤♥✐B✉❡. ♠❛✐. ❛✉..✐ ; ❧✬5❧❛❜♦)❛*✐♦♥ ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡. ❡* ❡♥ ❢♦♥* ❛✉❥♦✉)❞✬❤✉✐ ❞❡. ♠5*❤♦❞❡. ❞❡ ♣❧✉. ❡♥ ♣❧✉. ✉*✐❧✐.5❡. ♣♦✉) ❧✬5*✉❞❡
❞❡. .♦✉)❝❡. .✐.♠✐B✉❡.✳
❘♦.* ❡* ❚❤♦♠❛. ✭✷✵✵✷✮ ♦♥* ♣)♦♣♦.5 ✉♥❡ ❞❡.❝)✐♣*✐♦♥ ❞✉ ♣)✐♥❝✐♣❡ *❤5♦)✐B✉❡ ❡* ❞❡.
❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥. ❞❡. *❡❝❤♥✐B✉❡. ❞✬❛♥*❡♥♥❡.✱ ♣❛)♠✐ ❧❡.B✉❡❧❧❡. ❧❡. ♠5*❤♦❞❡. ❞❡ ✏❜❡❛♠❢♦)✲
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 ❋✐❣✳ ✶✳✸✹ ✿ ❙❝❤+♠❛ .❡♣.+1❡♥3❛♥3 ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡1 ♣❧❛♥❡1 3.❛✈❡.1❛♥3 ✉♥❡ ❛♥3❡♥♥❡
1✐1♠✐:✉❡ ❛✈❡❝ ❛✮ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐ ❡3 ❜✮ ✉♥ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉3❤ θ ✭3✐.+ ❞❡ ❘♦13 ❡3
❚❤♦♠❛1✱ ✷✵✵✷✮✳
♠✐♥❣✑✳ ◆♦✉1 ♣♦✉✈♦♥1 ❝✐3❡. ❧❛ ♠+3❤♦❞❡ ❞❡ 3.✐❛♥❣✉❧❛3✐♦♥ 1✐1♠✐:✉❡✱ ❧❛ ♠+3❤♦❞❡ ❞✐3❡
❞❡ ✏❩❡.♦ ▲❛❣ ❈.♦11 ❈♦..❡❧❛3✐♦♥✑ ❡3 ❧❛ ♠+3❤♦❞❡ ▼❯❙■❈ ✭✏▼✉❧3✐♣❧❡ ❙✐❣♥❛❧ ❈❧❛11✐✲
✜❝❛3✐♦♥✑✮✱ 3♦✉3❡1 3.♦✐1 .+❣✉❧✐P.❡♠❡♥3 ✉3✐❧✐1+❡1 ♣♦✉. ❧❛ ❝❛.❛❝3+.✐1❛3✐♦♥ ❞❡1 1♦✉.❝❡1
1✐1♠✐:✉❡1✳ ▲❡ ♣.✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡1 ♠+3❤♦❞❡1 1❡ ❜❛1❡ 1✉. ❧❛ ♣.♦♣❛❣❛3✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡1 ♣❧❛♥❡1
Q 3.❛✈❡.1 ❧❡ .+1❡❛✉ ❞❡ ❝❛♣3❡✉.1 ✭❋✐❣✳ ✶✳✸✹✮✳ ❉❛♥1 ❧❡1 ♣❛.❛❣.❛♣❤❡1 1✉✐✈❛♥31✱ ♥♦✉1
❞+3❛✐❧❧❡.♦♥1 ❧❡1 ♣.✐♥❝✐♣❡1 ♣❡.♠❡33❛♥3 ❞✬❡13✐♠❡.✱ ♣♦✉. ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡1 3.♦✐1 3❡❝❤♥✐:✉❡1
❝✐3+❡1 ❝✐✲❞❡11✉1✱ ❧✬❛③✐♠✉3❤ ❡3 ❧❛ ✈✐3❡11❡ ✭♦✉ ❧❡♥3❡✉.✮ ❛♣♣❛.❡♥3❡ ❞❡1 1✐❣♥❛✉① ❡♥.❡❣✐13.+1
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❛♥"❡♥♥❡$ ♦♥" ♣❡,♠✐$ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐$❡, ❧❡$ $♦✉,❝❡$ ❞❡$ /✈/♥❡♠❡♥"$ ❞✐$❝,❡"$ ❞❛♥$ ✉♥❡ ③♦♥❡
❞❡ ✶✷✵✵ ♠ ❞❡ ❞✐❛♠C",❡ ❡" ❧❡$ $♦✉,❝❡$ ❞✉ ",/♠♦, $✉, ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ✽✵✵ ♠ ❞❡ ❞✐❛♠C",❡✱
❧/❣C,❡♠❡♥" ❡①❝❡♥",/❡$ H ❧✬♦✉❡$" ❞✉ $♦♠♠❡" ✭❋✐❣✳ ✶✳✸✻✮✳
▲❛ ♠#$❤♦❞❡ ❞✉ ✏❩❡,♦ ▲❛❣ ❈,♦//✲❈♦,,❡❧❛$✐♦♥✑
▲❛ ♠/"❤♦❞❡ ❞✉ ✏❩❡,♦ ▲❛❣ ❈,♦$$✲❈♦,,❡❧❛"✐♦♥✑ ♣❡,♠❡"✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠/"❤♦❞❡ ❞❡
",✐❛♥❣✉❧❛"✐♦♥ $✐$♠✐'✉❡✱ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐$❡, ❧❛ $♦✉,❝❡ ❞❡$ $✐❣♥❛✉① $✐$♠♦✲✈♦❧❝❛♥✐'✉❡$ ❡♥ $❡
❜❛$❛♥" $✉, ❧❛ ❞/"❡,♠✐♥❛"✐♦♥ ❞❡$ ❝❛,❛❝"/,✐$"✐'✉❡$ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡ ✭❜❛❝❦✲❛③✐♠✉"❤ ❡"
✈✐"❡$$❡ ❛♣♣❛,❡♥"❡✮✳ ▲❛ ♣,✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛/,❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ",✐❛♥❣✉❧❛"✐♦♥ $✐$♠✐'✉❡ ,/$✐❞❡ ❞❛♥$
❧❡ ❢❛✐" '✉❡ ❧❡$ ❞/❧❛✐$ ❡♥",❡ ❞❡✉① $✐❣♥❛✉① $♦♥" ❝❛❧❝✉❧/$ ❞❛♥$ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ "❡♠♣♦,❡❧ ❡"
♥♦♥ ♣❛$ ❞❛♥$ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢,/'✉❡♥"✐❡❧✳ ▲❛ ♣,♦❝/❞✉,❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ '✉❡ ♥♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ❞/"❛✐❧❧❡,
✐❝✐ ❡$" ❡①",❛✐"❡ ❞❡ ❉❡❧ U❡③③♦ ❡" ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮✳
▲❛ ❞/"❡,♠✐♥❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦$✐"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ $♦✉,❝❡ ❡$" ,/❛❧✐$/❡ $✉, ✉♥❡ ❣,✐❧❧❡ ❞❡ ,❡✲
❝❤❡,❝❤❡ ♣♦✉, ❧❛'✉❡❧❧❡ ✉♥❡ ✈✐"❡$$❡ ❛♣♣❛,❡♥"❡ ❡" ✉♥ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉"❤ ✐♥✐"✐❛✉① $♦♥" ✜①/$✳
▲❡$ ❞/❝❛❧❛❣❡$ "❡♠♣♦,❡❧$ ❝♦,,❡$♣♦♥❞❛♥" $♦♥" ❡♥$✉✐"❡ ❡$"✐♠/$✳ ❊♥ ❝♦♥$✐❞/,❛♥" ✉♥❡
♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ ",❛✈❡,$❛♥" ❧❡ ,/$❡❛✉ ❞❡ ❝❛♣"❡✉,$✱ ❧❛ ❞✐✛/,❡♥❝❡ ❞❡ "❡♠♣$ ❞❡ ♣,♦♣❛❣❛"✐♦♥
♦❜$❡,✈/❡ ❡♥",❡ ❞❡✉① $"❛"✐♦♥$ ✐ ❡" ❥ ❡$" ❞/✜♥✐❡ ♣❛, ❧❛ ,❡❧❛"✐♦♥ $✉✐✈❛♥"❡ ✿
tij = px∆xij + py∆yij ✭✶✼✮
✻✽
 ❋✐❣✳ ✶✳✸✻ ✿ ▲♦❝❛❧✐-❛.✐♦♥ ❞❡- -♦✉3❝❡- ❡-.✐♠5❡ ♣♦✉3 ❛✮ ❧❡ .35♠♦3 ❡. ❜✮ ❧❡- ❡①♣❧♦-✐♦♥-
❡. -✐❣♥❛✉① ❧♦♥❣✉❡ ♣53✐♦❞❡ ❡♥3❡❣✐-.35- ❛✉ ✈♦❧❝❛♥ ❆3❡♥❛❧✳ ❈❤❛>✉❡ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥-✐.5
❞❡ ♣3♦❜❛❜✐❧✐.5 ❛ 5.5 ♦❜.❡♥✉❡ ♣❛3 ▼5.❛①✐❛♥ ❡. ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ❡♥ -♦♠♠❛♥. ❧❡- ❢♦♥❝.✐♦♥-
❞❡ ❞❡♥-✐.5 ❞❡ ♣3♦❜❛❜✐❧✐.5 ❞❡ ❧❛ ♣♦-✐.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ -♦✉3❝❡ ❡-.✐♠5❡- ♣♦✉3 ❝❤❛>✉❡ .35♠♦3✱
❡①♣❧♦-✐♦♥ ❡. 5✈5♥❡♠❡♥. ❧♦♥❣✉❡✲♣53✐♦❞❡✳
✻✾
♦! px ❡# py $♦♥# ❧❡$ ❝♦♠♣♦$❛♥#❡$ ❝❛+#,$✐❡♥♥❡$ ❞✉ ✈❡❝#❡✉+ ❧❡♥#❡✉+ ❛♣♣❛+❡♥#❡✱ ❡# ∆xij
❡# ∆yij ❧❡$ ❞✐✛,+❡♥❝❡$ ❞❡ ❝♦♦+❞♦♥♥,❡$ ❡♥#+❡ ❧❡$ $#❛#✐♦♥$ ✐ ❡# ❥✳ ▲❡$ $✐$♠♦❣+❛♠♠❡$
Ai(k) ❡# Aj(k) ✭❦ ❧❡ #❡♠♣$ 9 ❧✬,❝❤❛♥#✐❧❧♦♥✮✱ ❞,❝❛❧,$ $✉✐✈❛♥# ❧❡$ ❞,❧❛✐$✱ $♦♥# ✉#✐❧✐$,$
♣♦✉+ ❡$#✐♠❡+ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥# ❞✬✐♥#❡+❝♦++,❧❛#✐♦♥ ♣♦✉+ ❝❤❛>✉❡ ♣❛✐+❡ ❞❡ ❝❛♣#❡✉+$ ✭❋+❛♥❦❡❧
❡# ❛❧✳✱ ✶✾✾✶✮ ✿
Cij =
∑M
k=1 A
i
k · Ajk√∑M
k=1(A
i
k)
2 · (Ajk)2
✭✶✽✮
❛✈❡❝ ▼ ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞✬,❝❤❛♥#✐❧❧♦♥$✱ ❛✐♥$✐ >✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥# ❞✬✐♥#❡+❝♦++,❧❛#✐♦♥ ♠♦②❡♥
C =< Cij >✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥# ❞✬✐♥#❡+❝♦++,❧❛#✐♦♥ ♠♦②❡♥ ❡$# +,♣,#, ♣♦✉+
❞✐✛,+❡♥#❡$ ✈❛❧❡✉+$ ❞❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉#❤ ❡# ❞❡ ✈✐#❡$$❡ ❛♣♣❛+❡♥#❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉+ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
❈ ❝♦++❡$♣♦♥❞ ❛✉ ✈❡❝#❡✉+ ❧❡♥#❡✉+ ✏✈+❛✐✑✱ C = C(px, py)✳ ▲❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉#❤ ❛✐♥$✐ >✉❡
❧❛ ✈✐#❡$$❡ ❛♣♣❛+❡♥#❡ $♦♥# ❛❧♦+$ ❡$#✐♠,$ 9 ♣❛+#✐+ ❞❡$ ❝♦♠♣♦$❛♥#❡$ ❞✉ ✈❡❝#❡✉+ ❧❡♥#❡✉+
✏✈+❛✐✑ ❡# ❞,✜♥✐$ ♣❛+ ✿
φ = arctan(
px
py
) ✭✶✾✮
va =
1
(p2x + p
2
y)
1/2
✭✷✵✮
▲❡$ ❡++❡✉+$ $✉+ ❧❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉#❤ ❡# ❧❛ ✈✐#❡$$❡ ❛♣♣❛+❡♥#❡ ♣❡✉✈❡♥# P#+❡ ❞,✜♥✐❡ 9
♣❛+#✐+ ❞❡ ❧✬❡++❡✉+ $✉+ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥# ❞✬✐♥#❡+❝♦++❡❧❛#✐♦♥✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡✉# P#+❡ ❡①♣+✐♠,❡ ♣❛+
❧❛ +❡❧❛#✐♦♥ ✿
∆C =
√
∆C2n +∆C
2
C
2
✭✷✶✮
❛✈❡❝ ∆Cn ❧✬❡++❡✉+ ❞✉❡ ❛✉ ❜+✉✐# ❡# ∆CC ❧✬❡++❡✉+ ❞✉❡ ❛✉ ♠❛♥>✉❡ ❞❡ ❝♦❤,+❡♥❝❡ 9
#+❛✈❡+$ ❧❡ +,$❡❛✉ ♣♦✉✈❛♥# $✬❡①♣❧✐>✉❡+ ♣❛+ ❞❡$ ❡✛❡#$ ❞❡ $✐#❡✳ ❈❡$ ❡++❡✉+$ $♦♥# ❞,✜♥✐❡$
♣❛+ ❧❡$ ❡①♣+❡$$✐♦♥$ $✉✐✈❛♥#❡$ ✿
∆Cn/C =< Cn > /Cg ✭✷✷✮
✼✵
∆CC = (1− Cmax)/n ✭✷✸✮
♦% < Cn > ❡'( ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥( ♠♦②❡♥ ❝❛❧❝✉❧2 3 ♣❛5(✐5 ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥(' ❞✬✐♥(❡5❝♦552❧❛(✐♦♥
♥♦♥ ♥♦5♠❛❧✐'2' ♣❛5 ❧❡ ❞2♥♦♠✐♥❛(❡✉5 ❞❡ ❧✬28✉❛(✐♦♥ ✭✶✽✮ '✉5 ✉♥❡ ❢❡♥<(5❡ ❞❡ (❡♠♣'
'2❧❡❝(✐♦♥♥2❡ ❛✈❛♥( ❧✬❛55✐✈2❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ >✱ ❡( Cg ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥( ❞✬✐♥(❡5❝♦552❧❛(✐♦♥ ♥♦♥
♥♦5♠❛❧✐'2 ♠❛①✐♠✉♠ ❀ ❡( n = N(N −1)/2 ❧❡ ♥♦♠❜5❡ ❞❡ ♣❛✐5❡' ❞❡ ❝❛♣(❡✉5'✳ ▲✬✐♥❝❡5(✐✲
(✉❞❡ '✉5 ❧❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉(❤ ❡( ❧❛ ✈✐(❡''❡ ❛♣♣❛5❡♥(❡ ♣❡✉( <(5❡ ♦❜(❡♥✉❡ ❡♥ '2❧❡❝(✐♦♥♥❛♥(
❧❡' px✱py '✉5 ❧❛ ❣5✐❧❧❡ ♣♦✉5 ❧❡'8✉❡❧' c(px, py) > Cmax−∆C ♣❡5♠❡((❛♥( ❞❡ ❞2✜♥✐5 ✉♥❡
③♦♥❡ ❞✬✐♥❝❡5(✐(✉❞❡✳
❉❡❧ >❡③③♦ ❡( ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮ ♦♥( ✉(✐❧✐'2 ❧❡ ✏❩❡5♦ ▲❛❣ ❈5♦''✲❈♦55❡❧❛(✐♦♥✑ '✉5 ✼ '2✐'♠❡'
❧♦❝❛✉① ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ♠❛❣♥✐(✉❞❡ ❡♥5❡❣✐'(52' ♣❛5 ❞❡✉① ❛♥(❡♥♥❡' '✐'♠✐8✉❡' ❝♦♠♣♦'2❡' ❞❡
✶✵ ❡( ✶✷ ❝❛♣(❡✉5'✳ ▲✬❡'(✐♠❛(✐♦♥ ❞✉ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉(❤ ❡( ❞❡ ❧❛ ✈✐(❡''❡ ❛♣♣❛5❡♥(❡ ❛ 2(2
52❛❧✐'2❡ ❞❛♥' ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢528✉❡♥❝❡ ✹✲✻ ❍③✳ ▲❡' ♣♦'✐(✐♦♥' ❞❡' '2✐'♠❡' ❛✐♥'✐ 8✉❡ ❧❡'
✐♥❝❡5(✐(✉❞❡' '✉5 ❧❡' ❧♦❝❛❧✐'❛(✐♦♥' '♦♥( ❛✣❝❤2❡' '✉5 ❧❛ ✜❣✉5❡ ✶✳✸✼✳ ❉❡ ❧❛ ♠<♠❡ ♠❛✲
♥✐V5❡✱ ▲❛ ❘♦❝❝❛ ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ♦♥( ❧♦❝❛❧✐'2 ❧❛ '♦✉5❝❡ ❞❡ '✐❣♥❛✉① ❡♥5❡❣✐'(52' ♣❛5 ❞❡✉①
❛♥(❡♥♥❡' '✐'♠✐8✉❡' ❞❡ ✷✽ ❡( ✶✽ ❝❛♣(❡✉5' '✐(✉2❡' 5❡'♣❡❝(✐✈❡♠❡♥( ❛✉ ♥♦5❞ ❡( 3 ❧✬♦✉❡'(
❞❡' ❝5❛(V5❡' ❛❝(✐❢'✳ ▲❡' ❧♦❝❛❧✐'❛(✐♦♥' ♠♦♥(5❡♥( ✉♥❡ '♦✉5❝❡ ♣5✐♥❝✐♣❛❧❡ '✉♣❡5✜❝✐❡❧❧❡ '♦✉'
❧❡' 2✈❡♥(' ❡( ❞❡' '♦✉5❝❡' '❡❝♦♥❞❛✐5❡' '✐(✉2❡' 3 ♣5♦①✐♠✐(2 ❞✉ ❣5❛❜❡♥ ❞❡ ❧❛ ❙❝✐❛5❛ ❞❡❧
❋✉♦❝♦ ❡( ❞❡ ❧✬❛♥❝✐❡♥ ❝Z♥❡ ♣❛5❛'✐(❡ ❞✉ ❚✐♠♣♦♥❡ ❞❡❧ ❋✉♦❝♦ ✭❋✐❣✳ ✶✳✸✽✮✳ ▲❛ ❘♦❝❝❛ ❡( ❛❧✳
✭✷✵✵✹✮ ♦♥( 5❡♣5✐' ❧❡' ❞♦♥♥2❡' (5❛✐(2❡' ♣❛5 ▲❛ ❘♦❝❝❛ ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❊♥ ✉(✐❧✐'❛♥( ❧❡ ✏❩❡5♦
▲❛❣ ❈5♦''✲❈♦55❡❧❛(✐♦♥✑✱ ❝❡' ❛✉(❡✉5' ♦♥( ❡'(✐♠2 ❧❡ ✈❡❝(❡✉5 ❧❡♥(❡✉5 ✏♦❜'❡5✈2✑ ♣♦✉5 ❝❤❛✲
❝✉♥❡ ❞❡' ❞❡✉① ❛♥(❡♥♥❡'✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐'❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ '♦✉5❝❡ ❡'( ❜❛'2❡ '✉5 ✉♥❡ ❧✬✉(✐❧✐'❛(✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❣5✐❧❧❡ ❞❡ 5❡❝❤❡5❝❤❡ ✸❉✳ >♦✉5 ❝❤❛8✉❡ ❛♥(❡♥♥❡ ❡( ❝❤❛8✉❡ ♥]✉❞ ❞❡ ❧❛ ❣5✐❧❧❡✱ ❧❡
(❡♠♣' ❞❡ ♣5♦♣❛❣❛(✐♦♥ ❡'( ❡'(✐♠2 ❡♥ ✉(✐❧✐'❛♥( ❧❡ ❝♦❞❡ ❡♥ ❞✐✛25❡♥❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ >♦❞✈✐♥ ❡(
▲❡❝♦♠(❡ ✭✶✾✾✶✮✱ ❛❞❛♣(2 3 ❧✬❡'♣❛❝❡ ✸❉ ♣❛5 ▲♦♠❛① ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ❛✐♥'✐ 8✉✬✉♥ ♠♦❞V❧❡ ❞❡
✈✐(❡''❡ ❞❡ ❧❛ '(5✉❝(✉5❡✳ ▲❡' (❡♠♣' ❞❡ ♣5♦♣❛❣❛(✐♦♥ '♦♥( ❡♥'✉✐(❡ ❝♦♥✈❡5(✐' ❡♥ ✈❡❝(❡✉5
❧❡♥(❡✉5 ❡♥ ❝♦♥'✐❞25❛♥( ❞❡' ♦♥❞❡' ♣❧❛♥❡'✳ ▲❛ ♣♦'✐(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ '♦✉5❝❡ ❡'( ❞♦♥♥2❡ ♣❛5 ❧❛
✈❛❧❡✉5 ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛25❡♥❝❡ ❡♥(5❡ ❧❡' ✈❡❝(❡✉5' ❧❡♥(❡✉5 ♦❜'❡5✈2' ❡( ❧❡' ✈❡❝(❡✉5'
❧❡♥(❡✉5 (❤2♦5✐8✉❡'✳ ▲❡' ❧♦❝❛❧✐'❛(✐♦♥' ♠♦♥(5❡♥( ❞❡' '♦✉5❝❡' ♣❡✉ ♣5♦❢♦♥❞❡'✱ ❛✈❡❝ ❞❡'
♣5♦❢♦♥❞❡✉5' ✐♥❢25✐❡✉5❡' 3 ✺✵✵ ♠✱ '♦✉' ❧❡' ❝5❛(V5❡' ❛❝(✐❢' ✭❋✐❣✳ ✶✳✸✾✮✳ ❆❧♠❡♥❞5♦' ❡(
❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ ♦♥( ❛❞❛♣(2 ❧❛ ♠2(❤♦❞❡ ❞✉ ✏❩❡5♦ ▲❛❣ ❈5♦''✲❈♦55❡❧❛(✐♦♥✑ ❛✉ ❝❛' ❞❡' ♦♥❞❡'
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*♣❤7/✐D✉❡*✳ ❈❡++❡ ❛❞❛♣+❛+✐♦♥ ❛ 7+7 ✉+✐❧✐*7❡ *✉/ ❧❡* ❡♥/❡❣✐*+/❡♠❡♥+* *✐*♠✐D✉❡* ♦❜*❡/✲
✈7* F ❉❡❝❡♣+✐♦♥ ■*❧❛♥❞ *✉/ ❧❡* ❛♥+❡♥♥❡* ♣/♦❝❤❡* ❞❡* *♦✉/❝❡*✳ (♦✉/ ❞❡* *♦✉/❝❡* ♣❧✉*
❞✐*+❛♥+❡*✱ ❧❛ ✈❡/*✐♦♥ ❝❧❛**✐D✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠7+❤♦❞❡✱ ❜❛*7❡ *✉/ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡* ♣❧❛♥❡*✱ ❛
7+7 ✉+✐❧✐*7❡✳
▲❛ ♠#$❤♦❞❡ ▼❯❙■❈
▲❛ ♠7+❤♦❞❡ ▼❯❙■❈ ✭✏▼✉❧+✐♣❧❡ ❙✐❣♥❛❧ ❈❧❛**✐✜❝❛+✐♦♥✑✮✱ ❝♦♥*✐❞7/7❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
♠7+❤♦❞❡ ❤❛✉+❡ /7*♦❧✉+✐♦♥✱ *❡ ❜❛*❡ *✉/ ✉♥❡ ❞7❝♦♠♣♦*✐+✐♦♥ ❡♥ ✈❡❝+❡✉/* ♣/♦♣/❡* ❞❡ ❧❛
♠❛+/✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛/✐❛♥❝❡ ❞❡ *✐*♠♦❣/❛♠♠❡* ❡♥/❡❣✐*+/7* ♣❛/ ❧❡* ❝❛♣+❡✉/* ❞✬✉♥❡ ❛♥+❡♥♥❡
*✐*♠✐D✉❡✳ ▲❡* ❜❛*❡* ❞❡ ❞❡✉① *♦✉*✲❡*♣❛❝❡* *♦♥+ ❞7✜♥✐❡* F ♣❛/+✐/ ❞❡* ✈❡❝+❡✉/* ♣/♦♣/❡* ✿
✭✶✮ ❧❛ ❜❛*❡ ❞✬✉♥ *♦✉*✲❡*♣❛❝❡ *✐❣♥❛❧ ❢♦/♠7❡ ♣❛/ ❧❡* ✈❡❝+❡✉/* ♣/♦♣/❡* ❛**♦❝✐7* ❛✉① D
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♣!♦♣!❡$ !❡$%❛♥%❡$✳ ▲❛ !*♣♦♥$❡ ❞✉ !*$❡❛✉✱ ❝♦♥%❡♥❛♥% ❧✬✐♥❢♦!♠❛%✐♦♥ $✉! ❧❛ ❞*♣❡♥❞❛♥❝❡
$♣❛%✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛$❡ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡✱ ❡$% ❞*✜♥✐❡ ♣❛! ✉♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❡❝%❡✉!$ ❣*♥*✲
!✐:✉❡$ :✉✐ $♦♥% ♣!♦❥❡%*$ $✉! ❧❡ $♦✉$✲❡$♣❛❝❡ ❜!✉✐%✳ ▲❡$ ✈❡❝%❡✉!$ ❝♦♥%❡♥❛♥% ❧❛ ❞✐!❡❝%✐♦♥
❞✉ $✐❣♥❛❧ $♦♥% ❞*%❡!♠✐♥*$ ❡♥ !❡❝❤❡!❝❤❛♥% ❧❡$ ✈❡❝%❡✉!$ ❣*♥*!✐:✉❡$ ♣!*$❡♥%❛♥% ✉♥ ♠✐✲
♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣!♦❥❡❝%✐♦♥ ❞❛♥$ ❧❡ $♦✉$✲❡$♣❛❝❡ ❜!✉✐%✳ ❈❡$ $♦❧✉%✐♦♥$ $♦♥% ❞*%❡!♠✐♥*❡$ ❡♥
✐❞❡♥%✐✜❛♥% ❧❡$ ♠❛①✐♠❛ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✐!❡❝%✐♦♥♥❡❧❧❡✱ *❣❛❧❡♠❡♥% ❛♣♣❡❧*❡ ❧❡ $♣❡❝%!❡ ❞❡
♣✉✐$$❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡♥%❡✉!✱ ❞*✜♥✐❡ ♣❛! ✭●♦❧❞$%❡✐♥ ❡% ❆!❝❤✉❧❡%❛✱ ✶✾✽✼✮ ✿
D(f,  ) = (
∑
n∈noise
|❇(f,  ) cdot❱n|2)−1 ✭✷✹✮
♦I Vn $♦♥% ❧❡$ ✈❡❝%❡✉!$ ♣!♦♣!❡$ ❢♦!♠❛♥% ❧❛ ❜❛$❡ ❞✉ $♦✉$✲❡$♣❛❝❡ ❜!✉✐% ❡% B(f,  )
❧❡$ ✈❡❝%❡✉!$ ❣*♥*!✐:✉❡$ ❞❡ ❧❛ !*♣♦♥$❡ ❞✉ !*$❡❛✉ ❛✈❡❝ Bj(f,  ) = exp(i2pi · #j) ✭#j
❧❛ ♣♦$✐%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ $%❛%✐♦♥ ❥ ❡%  ❧❡ ✈❡❝%❡✉! ❧❡♥%❡✉! ❛♣♣❛!❡♥%❡✮✳ ▲❡ ✈❡❝%❡✉! ✈✐%❡$$❡
❛♣♣❛!❡♥%❡ S0 ❝♦!!❡$♣♦♥❞❛♥% ❛✉ ♣✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥% ❞✉ $♣❡❝%!❡ ❞❡ ♣✉✐$$❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡♥%❡✉!
♣❡!♠❡% ❞❡ ❞*✜♥✐! ❧❛ ✈✐%❡$$❡ ❛♣♣❛!❡♥%❡ ❡% ❧❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉%❤ ❡①♣!✐♠*$ ♣❛! ❧❡$ !❡❧❛%✐♦♥$
$✉✐✈❛♥%❡$ ✿
S0 =
√
S2x + S
2
y ✭✷✺✮
φ0 =
pi
2
− arctan(Sy
Sx
) ✭✷✻✮
♦I Sx ❡% Sy $♦♥% ❧❡$ ❝♦♠♣♦$❛♥%❡$ ❝❛!%*$✐❡♥♥❡$ ❞✉ ✈❡❝%❡✉! ❧❡♥%❡✉! ❛♣♣❛!❡♥%❡✳ ❆✜♥
❞✬❛♠*❧✐♦!❡! ❧❛ ♣!*❝✐$✐♦♥ $✉! ❧❛ ❞*%❡!♠✐♥❛%✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝%❡✉! ❧❡♥%❡✉! ❛♣♣❛!❡♥%❡✱ ❧❡$ $♣❡❝%!❡$
❞❡ ♣✉✐$$❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡♥%❡✉!✱ ❝❛❧❝✉❧*$ ♣♦✉! ✉♥❡ $*!✐❡ ❞❡ ❢!*:✉❡♥❝❡$ ❝♦♥%❡♥✉❡$ ❞❛♥$ ❧❛
❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢!*:✉❡♥❝❡ ❞✬✐♥%*!N%✱ $♦♥% $♦♠♠*$ ✭❆❧♠❡♥❞!♦$ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❛✮✳ ❈❡❝✐ ❛ ♣♦✉!
❡✛❡% ❞✬❛♠*❧✐♦!❡! ❧❛ !*$♦❧✉%✐♦♥ ❞❡$ ♣✐❝$ $%❛❜❧❡$ ❡% ❞❡ !*❞✉✐!❡ ❧❡$ ❡✛❡%$ ❞❡$ ♣✐❝$ ✐♥❞*✲
$✐!❛❜❧❡$✳
D¯( ) =
∑
k∈bande
D(fk,  ) ✭✷✼✮
▲❡$ ❡!!❡✉!$ ❛$$♦❝✐*❡$ Q ❧✬❛③✐♠✉%❤ ❡% Q ❧❛ ❧❡♥%❡✉! ❛♣♣❛!❡♥%❡ $♦♥% ❞*♣❡♥❞❛♥%❡$ ❞✉
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♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❣'✐❧❧❡ ✉)✐❧✐*+❡ ♣♦✉' ❧❛ ❞+)❡'♠✐♥❛)✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝)❡✉' ❧❡♥)❡✉' ❛♣♣❛'❡♥)❡ ❡)
❞❡ ❧❛ ❧❛'❣❡✉' ❞✉ ♣✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥)✳ ▲❡* ❡''❡✉'* *♦♥) ❛❧♦'* ❞+✜♥✐❡* ♣❛' ✿
∆φ = arctan
(
∆Sgrid
S0
)
✭✷✽✮
∆S = ∆Sgrid ✭✷✾✮
♦: ∆Sgrid '❡♣'+*❡♥)❡ ❧❡ ♣❛* ❞❡ ❧❛ ❣'✐❧❧❡✳
❆❧♠❡♥❞'♦* ❡) ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ ♦♥) ❧♦❝❛❧✐*+ ❧❡* ③♦♥❡* *♦✉'❝❡ ❞❡ ❧❛ *✐*♠✐❝✐)+ ❧♦♥❣✉❡ ♣+'✐♦❞❡
❡) ❞✉ )'+♠♦' ♦❜*❡'✈+* ❛✉ ❑✐❧❛✉❡❛✳ ❈❡))❡ *✐*♠✐❝✐)+ ❛ +)+ ❡♥'❡❣✐*)'+❡ ❡♥ ✶✾✾✼ ❧♦'* ❞✬✉♥❡
❝❛♠♣❛❣♥❡ *✐*♠♦❧♦❣✐D✉❡ ❞✉'❛♥) ❧❛D✉❡❧❧❡ )'♦✐* ❛♥)❡♥♥❡* ♦♥) +)+ ✐♥*)❛❧❧+❡*✱ ❝♦♠♣'❡♥❛♥)
'❡*♣❡❝)✐✈❡♠❡♥) ✹✶✱ ✷✷ ❡) ✶✷ ❝❛♣)❡✉'*✳ ▲✬❡*)✐♠❛)✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝)❡✉' ❧❡♥)❡✉' ✈✐❛ ▼❯❙■❈
❛ +)+ '+❛❧✐*+❡ *✉' ✶✶✷✾ *✐❣♥❛✉① ❧♦♥❣✉❡ ♣+'✐♦❞❡ ❡) ✶✹✼ +❝❤❛♥)✐❧❧♦♥* ❞❡ )'+♠♦'✳ ❆✜♥
❞❡ ❧♦❝❛❧✐*❡' ❧❛ *♦✉'❝❡ ❞❡* *✐❣♥❛✉① M ♣❛')✐' ❞❡* ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉)❤* ❡) ❧❡♥)❡✉'* ❛♣♣❛'❡♥)❡*
❡*)✐♠+* ♣♦✉' ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡* ❛♥)❡♥♥❡* *✐*♠✐D✉❡*✱ ❆❧♠❡♥❞'♦* ❡) ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ ♦♥) ✉)✐❧✐*+
✉♥❡ ❛♣♣'♦❝❤❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐*)❡ *✉' ✉♥❡ ❣'✐❧❧❡ ❞❡ '❡❝❤❡'❝❤❡✳ P♦✉' ❝❡❧❛✱ ✐❧* ♦♥) ❞+✜♥✐ ❧❛
♣'♦❜❛❜✐❧✐)+ *♣❛)✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ *♦✉'❝❡ ✿
σ(x, y, z) =
∏
A∈array
PAφ (x, y, z)P
A
S (x, y, z) ✭✸✵✮
♦: PAφ (x, y, z) ❡*) ❧❛ ♣'♦❜❛❜✐❧✐)+ D✉❡ *✐ ❧❛ *♦✉'❝❡ *❡ *✐)✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥) ✭①✱②✱③✮ ❧❡ ❜❛❝❦✲
❛③✐♠✉)❤ ❞♦✐) S)'❡ ❧❡ ♠S♠❡ D✉❡ ❝❡❧✉✐ ❡*)✐♠+ ❛✈❡❝ ❧✬+D✉❛)✐♦♥ ✭✷✺✮ ❀ PAS (x, y, z) ❡*) ❧❛
♣'♦❜❛❜✐❧✐)+ D✉❡ *✐ ❧❛ *♦✉'❝❡ *❡ *✐)✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥) ✭①✱②✱③✮ ❧❛ ❧❡♥)❡✉' ❛♣♣❛'❡♥)❡ ❞♦✐) S)'❡ ❧❛
♠S♠❡ D✉❡ ❝❡❧❧❡ ❡*)✐♠+❡ ❛✈❡❝ ❧✬+D✉❛)✐♦♥ ✭✷✻✮✳ ▲❡* ❧♦❝❛❧✐*❛)✐♦♥* ♠♦♥)'❡♥) )'♦✐* '+❣✐♦♥*
*♦✉'❝❡ ♣♦✉' ❧❛ *✐*♠✐❝✐)+ ❧♦♥❣✉❡ ♣+'✐♦❞❡ ✭❋✐❣✳ ✶✳✹✵✮ ✿ ❞❡✉① ③♦♥❡* *✉♣❡'✜❝✐❡❧❧❡*✱ ❧✬✉♥
M ∼ ✷✵✵ ♠ ❛✉ ♥♦'❞✲❡*) ❞✉ ❝'❛)X'❡ ❍❛❧❡♠❛✉♠❛✉✱ ❧✬❛✉)'❡ *✬+)❡♥❞❛♥) ✈❡'* ❧❡ *✉❞✲❡*)
❞✉ ❝'❛)X'❡ ❍❛❧❡♠❛✉♠❛✉✱ ❡) ✉♥❡ )'♦✐*✐X♠❡ ③♦♥❡ M ∼ ✹✵✵ ♠ ❞❡ ♣'♦❢♦♥❞❡✉' *♦✉* ❧❡
D✉❛') ♥♦'❞✲❡*) ❞✉ ❝'❛)X'❡✳ ▲❡* ❧♦❝❛❧✐*❛)✐♦♥* '+❛❧✐*+❡* *✉' ❧❡ )'+♠♦' ♠♦♥)'❡♥) ✉♥❡
③♦♥❡ *♦✉'❝❡ ✉♥✐D✉❡ ❞♦♥) ❧❛ ♣♦*✐)✐♦♥ ❡*) *✐♠✐❧❛✐'❡ M ❝❡❧❧❡* ❞❡* *✐❣♥❛✉① ❧♦♥❣✉❡ ♣+'✐♦❞❡✱
♠❡))❛♥) ❛✐♥*✐ ❡♥ +✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ '❡❧❛)✐♦♥ ❡①✐*)❛♥)❡ ❡♥)'❡ ❝❡* ❞❡✉① )②♣❡* ❞✬❛❝)✐✈✐)+✳ ❘+✲
❝❡♠♠❡♥)✱ ■♥③❛ ❡) ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ♦♥) ✉)✐❧✐*+ ❧❛ ♠+)❤♦❞❡ ▼❯❙■❈ ❞❛♥* ❧❡ ❜✉) ❞❡ ❧♦❝❛❧✐*❡' ❧❛
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 ❋✐❣✳ ✶✳✹✵ ✿ ❱✉❡ ✸✲❉ ❞❡/ 01❣✐♦♥/ /♦✉0❝❡/ ❞❡/ /✐❣♥❛✉① ❧♦♥❣✉❡✲♣10✐♦❞❡ ❛✉ ❑✐❧❛✉❡❛ ✭❆❧✲
♠❡♥❞0♦/ ❡= ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❜✮✳
/♦✉0❝❡ ❞❡/ ❡①♣❧♦/✐♦♥/ ❡= ❞❡/ /✐❣♥❛✉① ❧♦♥❣✉❡ ♣10✐♦❞❡ /❡ ♣0♦❞✉✐/❛♥= ❛✉ ✈♦❧❝❛♥ ❯❜✐♥❛/✱
❡= ❡♥0❡❣✐/=01/ ♣❛0 ❞❡✉① ❛♥=❡♥♥❡/ /✐/♠✐D✉❡/✱ ❝♦♠♣0❡♥❛♥= ❝❤❛❝✉♥❡ ✶✷ /✐/♠♦♠F=0❡/ ✸✲
❝♦♠♣♦/❛♥=❡/✳ ▲❡/ ❛✉=❡✉0/ ♦♥= ❞❛♥/ ✉♥ ♣0❡♠✐❡0 =❡♠♣/ =❡/=1 ❧❛ ♠1=❤♦❞❡ ❡♥ ✉=✐❧✐/❛♥=
❞❡/ /✐/♠♦❣0❛♠♠❡/ /②♥=❤1=✐D✉❡/ ❝❛❧❝✉❧1/ ♣♦✉0 ❞❡/ /♦✉0❝❡/ /✐=✉1❡/ I ❞✐✛10❡♥=❡/ ♣0♦✲
❢♦♥❞❡✉0/ /♦✉/ ❧❡ ❝0❛=F0❡ ❡♥ ✉=✐❧✐/❛♥= ✉♥ ♠♦❞F❧❡ ❞❡ ✈✐=❡//❡ ❤♦♠♦❣F♥❡ ❞❡ ❧❛ /=0✉❝=✉0❡✳
▲❛ ♠1=❤♦❞❡ ▼❯❙■❈ ❛ 1=1 ✉=✐❧✐/1❡ ♣♦✉0 ❡/=✐♠❡0 ❧❡ ✈❡❝=❡✉0 ❧❡♥=❡✉0 ❡♥ ❝❤❛D✉❡ ❛♥=❡♥♥❡✱
♣✉✐/ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐/❛=✐♦♥ ❞❡ ❧❛ /♦✉0❝❡ ❛ 1=1 01❛❧✐/1❡ ❡♥ ✐♥=❡0/❡❝=❛♥= ❧❡/ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉=❤/ ❡=
❛♥❣❧❡/ ❞✬✐♥❞✐❝❡♥❝❡ ✐//✉/ ❞❡/ ✈❡❝=❡✉0/ ❧❡♥=❡✉0 ❞❡ ❝❤❛D✉❡ ❛♥=❡♥♥❡✳ ▲❡/ ❧♦❝❛❧✐/❛=✐♦♥/
♦♥= 1=1 01❛❧✐/1❡/ ❡♥ ✉=✐❧✐/❛♥= ❞✬✉♥❡ ♣❛0= ❧❡/ ❞♦♥♥1❡/ ❡♥0❡❣✐/=01❡/ ♣❛0 ❧❡/ ❝♦♠♣♦/❛♥=❡/
✈❡0=✐❝❛❧❡/ ❡= ❞✬❛✉=0❡ ♣❛0= ♣❛0 ❧❡/ =0♦✐/ ❝♦♠♣♦/❛♥=❡/ ❞❡/ /✐/♠♦♠F=0❡/✳ ▲❡/ 01/✉❧=❛=/
♠♦♥=0❡♥= D✉❡ ❧✬❡/=✐♠❛=✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡♥ ❝❤❛D✉❡ ❛♥=❡♥♥❡ ❡= ❞♦♥❝ ❧✬❡/=✐♠❛✲
=✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣0♦❢♦♥❞❡✉0 ❞❡/ /♦✉0❝❡/ ❡/= ♠✐❡✉① 01/♦❧✉❡ ❡♥ ✉=✐❧✐/❛♥= ❧❡/ =0♦✐/ ❝♦♠♣♦/❛♥=❡/✳
▲❡/ ❧♦❝❛❧✐/❛=✐♦♥/ 01❛❧✐/1❡/ ♣❛0 ❧❛ /✉✐=❡ /✉0 ❧❡/ /✐❣♥❛✉① ❞✬❡①♣❧♦/✐♦♥ ❡= ❧♦♥❣✉❡ ♣10✐♦❞❡
♦❜/❡0✈1/ ❛✉ ✈♦❧❝❛♥ ❯❜✐♥❛/ ♦♥= ♠♦♥=01 D✉❡ ❧❡/ ③♦♥❡/ /♦✉0❝❡ 1=❛✐❡♥= 0❡/♣❡❝=✐✈❡♠❡♥=
/✐=✉1❡/ I ✶✵✵✵ ± ✻✻✵ ♠ ❡= ✸✵✵✵ ± ✼✸✵ ♠ /♦✉/ ❧❡ ❢♦♥❞ ❞✉ ❝0❛=F0❡ ❛❝=✐❢ ✭❋✐❣✳ ✶✳✹✶✮✳
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 ❋✐❣✳ ✶✳✹✶ ✿ ❋♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥-✐*. ❞❡ ♣0♦❜❛❜✐❧✐*. ❞❡ ❧❛ ♣♦-✐*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ -♦✉0❝❡ ♦❜*❡♥✉❡
♣♦✉0 ✉♥❡ ❡①♣❧♦-✐♦♥ ✭❛ 7 ❝✮ ❡* ✉♥ .✈.♥❡♠❡♥* ❧♦♥❣✉❡✲♣.0✐♦❞❡ ✭❜ 7 ❞✮ ❡♥0❡❣✐-*0.- ❛✉
❱♦❧❝❛♥ ❯❜✐♥❛- ✭■♥③❛ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳
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✸✳✺ ❉✐%❝✉%%✐♦♥ ❡+ ❝♦♥❝❧✉%✐♦♥%
▲❡" #❡❝❤♥✐(✉❡" ❞❡ "✐"♠♦❧♦❣✐❡ ✈♦❧❝❛♥✐(✉❡ 1✈♦(✉1❡" ❞❛♥" ❝❡##❡ ♣❛3#✐❡ ♥❡ "♦♥# ♣❛" ❧❡"
"❡✉❧❡" ♠1#❤♦❞❡" ❡①✐"#❛♥#❡" ♣♦✉3 ❧♦❝❛❧✐"❡3 ❧❡" "♦✉3❝❡" "✐"♠✐(✉❡" ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✈♦❧❝❛♥✐(✉❡✱
♠❛✐" ❡❧❧❡" "♦♥# ❧❡" ♣❧✉" ❝♦✉3❛♠♠❡♥# ✉#✐❧✐"1❡"✳ ❙♦✉✈❡♥# ❞13✐✈1❡" ❞❡" ♠1#❤♦❞❡" ❞❡
"✐"♠♦❧♦❣✐❡✱ ❡❧❧❡" ♦♥# 1#1 ❛❞❛♣#1❡" ♦✉ ❞1✈❡❧♦♣♣1❡" ❞❛♥" ❧❡ ❜✉# ❞❡ ♣3❡♥❞3❡ ❡♥ ❝♦♠♣#❡
❧❛ ♣❛3#✐❝✉❧❛3✐#1 ❞❡" ❢♦3♠❡" ❞✬♦♥❞❡ ❛✐♥"✐ (✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐#1 ❞❡ ❧❛ "#3✉❝#✉3❡ ❞❡" 1❞✐✜❝❡"✳
❊♥ ❡✛❡#✱ ❧❡" ♠1#❤♦❞❡" ❞❡ ❧♦❝❛❧✐"❛#✐♦♥ ❜❛"1❡" "✉3 ❧❡" #❡♠♣" ❞✬❛33✐✈1❡" ♥❡ ♣❡✉✈❡♥# >#3❡
❛♣♣❧✐(✉1❡" ? ❝❡3#❛✐♥" "✐❣♥❛✉① "✐"♠♦✲✈♦❧❝❛♥✐(✉❡"✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡" "✐❣♥❛✉① ❧♦♥❣✉❡✲♣13✐♦❞❡✱
(✉✐ "♦♥# ❡♠❡3❣❡♥#" ♦✉ "#❛#✐♦♥♥❛✐3❡" "✉3 ❞❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✉31❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ #31♠♦3✳ ❉❛♥" ❞❡
#❡❧❧❡" ❝♦♥❞✐#✐♦♥" ✐❧ ❡"# ❡①#3>♠❡♥# ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥#❡3 ❞❡ ♣3❡♠✐C3❡" ❛33✐✈1❡" ♣♦✉3 ❡♥
❞1❞✉✐3❡ ✉♥❡ ♣♦"✐#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ "♦✉3❝❡✳ ◗✉❡❧(✉❡" 1#✉❞❡" ♦♥# 1#1 ♠❡♥1❡" ❛✜♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐"❡3 ❧❛
"♦✉3❝❡ ❞✬❡①♣❧♦"✐♦♥" ✭❍❛❣❡3#② ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮ ♦✉ ❞❡ "✐❣♥❛✉① ❧♦♥❣✉❡✲♣13✐♦❞❡ ✭❑♦②❛♥❛❣✐
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▼❛✐❧❧❡" ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✮ ♠♦♥"-❡♥" 0✉❡ ❧❡* ❞.♣M"* ✈♦❧❝❛♥✐0✉❡* ❢♦-♠❛♥" ❧❡* O❧❡* ❞❡ ❧❛
❝❡✐♥"✉-❡ ❖✉❡*" *♦♥" ♣-✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥" ❝♦♥*"✐"✉.❡* ❞❡ ❧❛✈❡* ❜❛*❛❧"✐0✉❡* 6 ♦❧✐✈✐♥❡✱
❞❡ ❞❛❝✐"❡*✱ ❞❡ ♣♦♥❝❡* -❤②♦❞❛❝✐"✐0✉❡* ❡" ❞✬❛♥❞.*✐"❡*✳
✷✳ ▲❛ ❝❤❛O♥❡ ❊*" ✿
❊❧❧❡ ❡*" ❝♦♠♣♦*.❡ ❞❡* O❧❡* ❞❡ T❡♥"❡❝M"❡ ❡" ▼❛❡✇♦✳ ▲❡ ✈♦❧❝❛♥✐*♠❡ *✬❡*" ♠❛♥✐❢❡*".
*✉- ❝❡* O❧❡* ❞✉ ▼✐♦❝V♥❡ *✉♣.-✐❡✉- ❛✉ T❧✐♦❝V♥❡ ✐♥❢.-✐❡✉-✳ ❉✬❛♣-V* ▼❛✐❧❧❡" ❡" ❛❧✳
✭✶✾✾✺✮✱ ❧❡* ❞.♣M"* *✉- ❧✬O❧❡ ❞❡ ▼❛❡✇♦ ❞❛"❡-❛✐❡♥" ❞❡ ✼ ✕ ✺ ▼❛ ❡" ❝❡✉① ❞❡ ❧✬O❧❡ ❞❡
T❡♥"❡❝M"❡ ❞❡ ✻ ✕ ✸ ▼❛✳ ▲❛ ❢♦-♠❛"✐♦♥ ❞❡ ❝❡* ❞❡✉① O❧❡* *❡-❛✐❡♥" ❧✐.❡* 6 ❧❛ ③♦♥❡
❞❡ *✉❜❞✉❝"✐♦♥ *♦✉* *❛ ❢♦-♠❡ ❛❝"✉❡❧❧❡ ✭❏♦✉❛♥♥✐❝ ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✽✷✮✳ ▲❡* ❛✤❡✉-❡♠❡♥"*
♠♦♥"-❡♥" ✉♥❡ *.-✐❡ ❞❡ ♠❛".-✐❛✉① ✈♦❧❝❛♥✐0✉❡*✱ ❝♦♥*"✐"✉.❡ ❞❡ ♣✐❧❧♦✇ ❧❛✈❛*✱ ❞❡
❜-V❝❤❡*✱ ❞✬✐♥"-✉*✐♦♥* ❡" ❞❡ -♦❝❤❡* ♣②-♦❝❧❛*"✐0✉❡* -❡♣♦*❛♥" *✉- ✉♥ *♦❝❧❡ ❝♦♠♣♦*.
❞❡ -♦❝❤❡* ❜❛*❛❧"✐0✉❡* 6 ✉❧"-❛♠❛✜0✉❡* ✐♥"❡-♣-.".❡* ❝♦♠♠❡ ."❛♥" ❞❡* ♦♣❤✐♦❧✐"❡*
✭▼✐"❝❤❡❧❧ ❡" ❲❛-❞❡♥✱ ✶✾✼✶ ❀ ▼❛❝❋❛-❧❛♥❡ ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✽✽ ❀ ▼❛✐❧❧❡" ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✮✳ ▲❛
♣-.*❡♥❝❡ ❞✉ *♦❝❧❡ *♦✉* ❧❡* ❞.♣M"* ✈♦❧❝❛♥✐0✉❡* ♥✬❛ ♣✉ ?"-❡ ✈.-✐✜.❡ 0✉❡ ♣♦✉- ❧✬O❧❡
❞❡ T❡♥"❡❝M"❡ ♦_ ❝❡ ❞❡-♥✐❡- ❛✤❡✉-❡✳
✸✳ ▲❛ ❝❤❛O♥❡ ❝❡♥"-❛❧❡ ✿
❊❧❧❡ ❡*" ❝♦♥*"✐"✉.❡ ❞❡ ♥♦♠❜-❡✉*❡* O❧❡* ❛❧✐❣♥.❡* ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ✈♦❧❝❛♥✐0✉❡✱
♣❛-❛❧❧V❧❡ 6 ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ *✉❜❞✉❝"✐♦♥✳ ▲❛ ♠❛❥♦-✐". ❞❡ ❝❡* O❧❡* ❝♦♠♣-❡♥♥❡♥" ✉♥ 6
♣❧✉*✐❡✉-* ✈♦❧❝❛♥* ❛❝"✐❢* ♦✉ ❡♥ ♣❤❛*❡ ❞❡ -❡♣♦*✳ ▲❛ ❞❛"❛"✐♦♥ ❞❡* ❞.♣M"* ♠♦♥"-❡♥"
0✉❡ ❧❡ ✈♦❧❝❛♥✐*♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛O♥❡ ❝❡♥"-❛❧❡ ❛ ❞.❜✉". ❞✉-❛♥" ❧❡ ▼✐♦❝V♥❡ *✉♣.-✐❡✉-
✭❊--♦♠❛♥❣♦ ✿ ✺✳✽ ✕ ✺✳✸ ▼❛ ❞✬❛♣-V* ❇❡❧❧♦♥ ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✽✹✮ 6 ❧✬❛❝"✉❡❧✳ ▲❛ ❢♦-♠❛"✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝❤❛O♥❡ ❝❡♥"-❛❧❡ ❡*" ❝♦♥"❡♠♣♦-❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ *✉❜❞✉❝"✐♦♥ ❛❝"✉❡❧❧❡✳ ❆ ❧❛ ❞✐✛.✲
-❡♥❝❡ ❞❡* ❞❡✉① ❛✉"-❡* ❝❡✐♥"✉-❡* ✈♦❧❝❛♥✐0✉❡*✱ ❧❛ ♠❛❥❡✉-❡ ♣❛-"✐❡ ❞❡* ❞.♣M"* *❡
✽✺
 ♦♥# ♠✐ ❡♥ ♣❧❛❝❡ + ❧✬❛✐- ❧✐❜-❡ ✭▼✐#❝❤❡❧❧ ❡# ❲❛-❞❡♥✱ ✶✾✼✶ ❀ ▼❛✐❧❧❡# ❡# ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✮✳
❈❡ ❞=♣># ♠♦♥#-❡♥# ❞❡ ❝♦♠♣♦ ✐#✐♦♥ ❜❛ ❛❧#✐?✉❡ + ❛♥❞= ✐#✐?✉❡ ✭▼✐#❝❤❡❧❧ ❡#
❲❛-❞❡♥✱ ✶✾✼✶ ❀ ❘♦❜✐♥ ❡# ❛❧✳✱ ✶✾✾✶✱ ✶✾✾✹✮✳ ▲✬❛♥❛❧② ❡ ❞❡ ❧❛✈❡ ♦♥# ♠♦♥#-= ❞❡✉①
#②♣❡ ❞✐ #✐♥❝# ✭▼❛❝❋❛-❧❛♥❡ ❡# ❛❧✳✱ ✶✾✽✽ ❀ ▼❛✐❧❧❡# ❡# ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✮ ✿ ✶✮ ❧❡ ❧❛✈❡ 
-✐❝❤❡ ❡♥ ❑✷❖ ♦❜ ❡-✈=❡  ✉- ❧❡ M❧❡ ❚♦♥❣♦❛✱ ❆♠❜-②♠✱ ❆♦❜❛ ❡# ❙❛♥#❛ ▼❛-✐❛
❡# ✷✮ ❧❡ ❧❛✈❡ ♣❛✉✈-❡ ❡♥ ❑✷❖ ♠✐ ❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡  ✉- ❧❡ M❧❡ ❞❡ ▼❛##❤❡✇✱ ❍✉♥#❡-✱
❆♥❛#♦♠✱ ❚❛♥♥❛✱ ❊--♦♠❛♥❣♦✱ ❊❢❛#❡✱ ▲♦♣❡✈✐ ❛✐♥ ✐ ?✉❡  ✉- ❧❡ M❧❡ ❇❛♥❦ ❡①❝❡♣#=
❙❛♥#❛ ▼❛-✐❛✳ ❈-❛✇❢♦-❞ ❡# ❛❧✳ ✭✶✾✽✽✮  ✉❣❣X-❡♥# ?✉❡ ❧❡ ❧❛✈❡ ♣❛✉✈-❡ ❡♥ ❑✷❖
 ❡-❛✐❡♥# ✐  ✉❡ ❞❡ ❞❡❣-= =❧❡✈= ❞❡ ❢✉ ✐♦♥ ♣❛-#✐❡❧❧❡ + ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ♣❡✉ ♣-♦❢♦♥❞ 
❞✉ ♠❛♥#❡❛✉  ✉♣=-✐❡✉-✱ ❝❡ ?✉✐ ❞✐✛X-❡ ❞❡ ❧❛✈❡ -✐❝❤❡ ❡♥ ❑✷❖ ❞♦♥# ❧✬♦-✐❣✐♥❡
 ❡-❛✐# ♣❧✉ ♣-♦❢♦♥❞❡✳
❍♦-♠✐ ❧❛ ♣-= ❡♥❝❡ ❞❡ #-♦✐ ❝❤❛M♥❡ ✈♦❧❝❛♥✐?✉❡ ❞✐ #✐♥❝#❡ ❞❡ ♣❛- ❧❡✉- Z❣❡ ❡# ❧❡✉-
♣=#-♦❧♦❣✐❡✱ ❧✬❛-❝ ❞✉ ❱❛♥✉❛#✉ ♠♦♥#-❡ ❞✬❛✉#-❡ ❝❛-❛❝#=-✐ #✐?✉❡ ♣❛-#✐❝✉❧✐X-❡ ?✉✐ ❢♦♥#
❞❡ ❧✉✐ ✉♥ ❛-❝ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❯♥❡  =-✐❡ ❞❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ●^❙ ♠❡♥=❡  ✉- ❧✬❡♥ ❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛-❝
✭❈❛❧♠❛♥# ❡# ❛❧✳✱ ✶✾✾✺ ❀ ❈❛❧♠❛♥# ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮ ♠❡# ❡♥ =✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ❢♦-#❡ ✈❛-✐❛❜✐❧✐#=
❞❡ ✈✐#❡  ❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛-❝ ✭❋✐❣✳ ✷✳✹✮✳ ❈❡ ✈❛-✐❛#✐♦♥ ♣❡-♠❡##❡♥# ❞❡
❞=✜♥✐- ?✉❛#-❡ ③♦♥❡ ❞✐ #✐♥❝#❡ ✿
✶✳ ▲❛ ♣❛-#✐❡ ◆♦-❞ ❞❡ ❧✬❛-❝ ❝♦♠♣-❡♥❛♥# ❧❡ M❧❡ ❇❛♥❦ ❡# ❚♦--❡ ✳ ▲❡ ✈✐#❡  ❡ ❞❡
❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ ♦❜#❡♥✉❡ ✈❛-✐❡♥# ❞❡ ✻✺ ♠♠✴❛♥ ✭M❧❡ ❚♦--❡ ✮ + ❡♥✈✐-♦♥ ✼✻ ♠♠✴❛♥
✭M❧❡ ❇❛♥❦ ✮✳
✷✳ ▲❛ ♣❛-#✐❡ ❝❡♥#-❛❧❡ ♠♦♥#-❡ ❞❡ ✈❡❝#❡✉- ❞=♣❧❛❝❡♠❡♥# ♣❧✉ ❢❛✐❜❧❡ ✱ ❡♥#-❡ ✷✽ ❡# ✹✷
♠♠✴❛♥  ✉- ❧❡ M❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛M♥❡ ❖✉❡ # ✭❙❛♥#♦ ❡# ▼❛❧❡❦✉❧❛✮ ❡# ✺✺ ♠♠✴❛♥ ♣♦✉-
❧❡ M❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛M♥❡ ❊ # ✭▼❛❡✇♦ ❡# ^❡♥#❡❝>#❡✮✳
✸✳ ▲❛ ♣❛-#✐❡ ❙✉❞✱ ?✉✐  ✬=#❡♥❞ ❞❡ M❧❡ ❊♣✐ + ❆♥❛#♦♠✱ ♠♦♥#-❡ ❞❡ ✈✐#❡  ❡ ❞❡
❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ ✈❛-✐❛♥# ❞❡ ✻✵ ♠♠✴❛♥ ✭❊♣✐✮ + ✶✷✵ ♠♠✴❛♥ ✭❚❛♥♥❛ ❡# ❆♥❛#♦♠✮✳
✹✳ ▲❛ ♣❛-#✐❡ ❡①#-f♠❡ ❙✉❞✱ ❛✈❡❝ ❧❡ M❧❡ ❍✉♥#❡- ❡# ▼❛##❤❡✇✱ ♠♦♥#-❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉
❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈✐#❡  ❡ ✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❧❡ ✈✐#❡  ❡ ❡ #✐♠=❡  ♦♥# ❞❡ ✹✽ ♠♠✴❛♥ + ▼❛##❤❡✇
❡# ❞❡ ✹✷ ♠♠✴❛♥ + ❍✉♥#❡-✳
▲❛  #-✉❝#✉-❡ ❞❡ ❝❡ ?✉❛#-❡  ❡❣♠❡♥# ❛ =#= ❢♦-#❡♠❡♥# =#✉❞✐=❡ + ♣❛-#✐- ❞❡ ♣-♦✜❧ ❞❡
 ✐ ♠✐?✉❡ -=✢❡①✐♦♥ ❡# ❞❡ ♣-♦✜❧ ❜❛#❤②♠=#-✐?✉❡ ✭^✉❡❝❤ ❡# ❘❡✐❝❤❡♥❢❡❧❞✱ ✶✾✻✾ ❀ ❑❛-✐❣ ❡#
✽✻
 ❋✐❣✳ ✷✳✸ ✿ ❈❛)*❡ ❞✉ ❱❛♥✉❛*✉ 0✉) ❧❛2✉❡❧❧❡ 0♦♥* )❡♣)50❡♥*5❡0 ❧❡0 *)♦✐0 ❝❤❛8♥❡0 ✈♦❧❝❛♥✐2✉❡0
✭♦❝❝✐❞❡♥*❛❧❡✱ ♦)✐❡♥*❛❧❡ ❡* ❝❡♥*)❛❧❡✮ ❝♦♠♣♦0❛♥* ❧✬❛)❝ ❬❏♦✉❛♥♥✐❝ ❡* ❛❧✳✱ ✶✾✽✷❪✳
✽✼
  
 
❋✐❣✳ ✷✳✹ ✿ ❱❡❝*❡✉,- ❞❡ ❝♦♥✈❡,❣❡♥❝❡ ♠❡-✉,3- ♣❛, ●7❙ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ -✉❜❞✉❝✲
*✐♦♥ ❞❛♥- ✉♥ ,3❢3,❡♥*✐❡❧ ♦> ❧❛ ♣❧❛?✉❡ ❆✉-*,❛❧✐❡♥♥❡ ❡-* ✜①❡ ❬❈❛❧♠❛♥* ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳
▲❡- ✢K❝❤❡- ♣❧✉- 3♣❛✐--❡- ✐♥❞✐?✉❡♥* ❧❡ ❞3♣❧❛❝❡♠❡♥* ,❡❧❛*✐❢ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛?✉❡ ❆✉-*,❛❧✐❡♥♥❡
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❋✐❣✳ ✷✳✾ ✿ ❈❧✐❝❤+, ❞✉ ❝/❛12/❡ ❞✉ ❨❛,✉/ ♣/✐, ❞❡♣✉✐, ❧❛ ❝/61❡ ❙✉❞ ❡♥ ❛✮ ✷✵✵✶ ♣❛/ ❙✳
❲❛❧❧❡③ ✭■❘❉✮ ❡1 ❜✮ ✷✵✵✽ ♣❛/ ❏✳ ❇❛11❛❣❧✐❛ ✭▲▼❱✲❈◆❘❙✮✳ ▲❛ ♣♦,✐1✐♦♥ ❞❡, +✈❡♥1, ❆✱
❇ ❡1 ❈ ❡,1 ✐♥❞✐O✉+❡ ,✉/ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡, ♣❤♦1♦❣/❛♣❤✐❡,✳
✶✵✷
♣❛♥❛❝❤❡& ❞❡ ❝❡♥❞(❡& ❡) ❞❡ ❣❛③✳ ❊♥ ✶✾✾✻ ✭▼❛)❡(❛✱ ✶✾✾✼✮✱ ❧❛ ❜♦✉❝❤❡ ❈ ♠♦♥)(❛✐) ✉♥❡
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>♣❛♥❝❤❡♠❡♥)& ❞❡ ❧❛✈❡ ❞❛♥& ❧❛ ♣❛()✐❡ ❙✉❞✲❖✉❡&) ❞❡ ❧❛ ❝❛❧❞❡✐(❛ ♠♦♥)(❡ B✉❡ ❧❡ ❨❛&✉( ❛
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❝♦✉❧>❡ ❞❡ ❧❛✈❡ ♣(♦✈❡♥❛♥) ❞✉ ❨❛&✉( &✬❡&) ♣(♦❜❛❜❧❡♠❡♥) ♠✐&❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ✶✽✼✽ ❧♦(&
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♦❜&❡(✈❛❜❧❡ &✉( ❧❡& ✢❛♥❝& ❞✉ ❨❛&✉( ❛))❡&)❡ ❞❡& ♣❤❛&❡& ❞✬❛❝)✐✈✐)> ✐♥)❡♥&❡✳ ❆ ❧❛ ❜❛&❡
❞✉ ✢❛♥❝ ◆♦(❞✱ ❧❡& ♣②(♦❝❧❛&)❡& ❢♦(♠❡♥) ✉♥ ❧♦❜❡ ♠❛(B✉❛♥) ❧❡ ❢(♦♥) ❞✬✉♥❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡
❞❡ ❞>❜(✐&✳ ❉✬❛♣(R& ❈❛(♥❡② ❡) ▼❛❝❋❛(❧❛♥❡ ✭✶✾✼✾✮✱ ❝❡))❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ &✬❡&) ♣(♦❞✉✐)❡ ❧❡ ✻
▼❛✐ ✶✾✼✺ ❡) ❢❛✐&❛✐) &✉✐)❡ Q ✉♥❡ ♣>(✐♦❞❡ ❞❡ ❢♦()❡ ❛❝)✐✈✐)> ♠❛(B✉>❡ ♣❛( ❞❡& (❡)♦♠❜>❡&
✐♠♣♦()❛♥)❡& &✉( ❧❡& ✢❛♥❝&✳ ❊❧❧❡ (❡♠❛♥✐❛ ✺✵ ✵✵✵ m3 ❞❡ ❞>❜(✐&✳ ❉❡& >✈>♥❡♠❡♥)& &✐♠✐✲
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❜♦❧✐✱ ♣0+❝✉0 ❡✉0 ❞❡ ❡①♣❧♦ ✐♦♥ ✱  ❡0❛✐❡♥( ❣+♥+0+ ❧♦0 ❞❡ ❧❛ ❢♦0♠❛(✐♦♥ ❞❡ ♣♦❝❤❡ ❞❡
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($❛✐$ ❧✐♠✐$(❡ ♣❛6 ❧❡' ❝♦♥❞✐$✐♦♥' ❝❧✐♠❛$✐J✉❡' ✭●❛✉$❤✐❡6✱ ✶✾✾✾✮✳ ❉❡♣✉✐' J✉❡❧J✉❡' ❛♥✲
♥(❡'✱ ♣❧✉'✐❡✉6' ❛♥❛❧②'❡' ❞❡' ✢✉① ❞❡ ❣❛③ ♦♥$ ($( 6(❛❧✐'(❡' ✈✐❛ ✉♥ ♣❛♥❡❧ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡'
♠($❤♦❞❡'✳
❉✬❆✈6✐❧ ✷✵✵✹ O ◆♦✈❡♠❜6❡ ✷✵✵✺✱ ❇❛♥✐ ❡$ ▲❛6❞② ✭✷✵✵✼✮ ♦♥$ 6(❛❧✐'( ✉♥❡ '(6✐❡ ❞❡
♠❡'✉6❡' ❞✉ ✢✉① ❞❡ SO2 ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥$ ❧❛ '♣❡❝$6♦'❝♦♣✐❡ ❯❧$6❛✈✐♦❧❡$✳ ▲❡ ✢✉① ♠♦②❡♥
♦❜$❡♥✉ ❡'$ ❞❡ ✼✳✾ ❦❣✴'✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ✢✉① ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✷✳✺ ❦❣✴' ❡$ ✉♥ ✢✉① ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
✶✼✳✷ ❦❣✴'✳ ❈❡' ♠❡'✉6❡' ❞❡ ✢✉① '♦♥$ ❝♦❤(6❡♥$❡' ❛✈❡❝ ❧✬❛❝$✐✈✐$( ✈♦❧❝❛♥✐J✉❡ ❞✉ ❨❛'✉6
❝❛6❛❝$(6✐'(❡ ♣❛6 '♦♥ ❛❝$✐✈✐$( '✐'♠✐J✉❡✳ ❉✉6❛♥$ ❧❡' ♣(6✐♦❞❡' ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛❝$✐✈✐$(✱ ❧❡ ✢✉①
❥♦✉6♥❛❧✐❡6 ♠♦②❡♥ ❡'$ ❞❡ ✷✵✵ $♦♥♥❡'✴❥♦✉6 ❛❧♦6' J✉❡ ❞✉6❛♥$ ❧❡' ♣❤❛'❡' ❞✬❛❝$✐✈✐$( ♣❧✉'
✐♥$❡♥'❡ ❧❡ ✢✉① ♠♦②❡♥ ♣❡✉$ ❞(♣❛''❡6 ❧❡ ♠✐❧❧✐❡6 ❞❡ $♦♥♥❡' ♣❛6 ❥♦✉6✳ ❈❡' ✈❛❧❡✉6' ❞❡ ✢✉①
♠♦♥$6❡♥$ J✉❡ ❧❡' (♠✐''✐♦♥' ❡♥ ❙❖✷ 6❡♣6('❡♥$❡♥$ ✶ O ✷✪ ❞❡' (♠✐''✐♦♥' ✈♦❧❝❛♥✐J✉❡'
❣❧♦❜❛❧❡'✱ ♣❧❛Y❛♥$ ❧❡ ❨❛'✉6 ♣❛6♠✐ ❧❡' ❣6♦' (♠❡$$❡✉6' ❝♦♥$✐♥✉' ❞❡ ❙❖✷✳
❊♥ ❏❛♥✈✐❡6 ✷✵✵✺✱ ❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡6 ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ♦♥$ ❡'$✐♠( ❧❛ ❝♦♠♣♦'✐$✐♦♥ ❞❡' (♠✐'✲
'✐♦♥' ❣❛③❡✉'❡' 6❡❧]❝❤(❡' ❧♦6' ❞❡' ❡①♣❧♦'✐♦♥' '$6♦♠❜♦❧✐❡♥♥❡' ❡♥ ✉$✐❧✐'❛♥$ ❧❛ ❙♣❡❝$6♦✲
'❝♦♣✐❡ ■♥❢6❛6♦✉❣❡ O ❚6❛♥'❢♦6♠(❡ ❞❡ ❋♦✉6✐❡6✳ ▲❡' ♠❡'✉6❡' 6(❛❧✐'(❡' ❧❡✉6 ♦♥$ ♣❡6♠✐'
❞✬♦❜$❡♥✐6 ❞❡' 6❛♣♣♦6$' SO2✴❍❈❧ ❞✬❡♥✈✐6♦♥ ✷✵ ♣♦✉6 ❧❡' ❡①♣❧♦'✐♦♥' ❞❡ ❧✬(✈❡♥$ ❇ ❡$ '✉✲
♣(6✐❡✉6' O ✸✵ ♣♦✉6 ❧❡' ❡①♣❧♦'✐♦♥' ♣6♦✈❡♥❛♥$ ❞❡ ❧✬(✈❡♥$ ❆✳ ▲❡' ♠❡'✉6❡' ♦❜$❡♥✉❡' ❧♦6'
❞❡' ♣❤❛'❡' ❞❡ ❞(❣❛③❛❣❡ ♣❛''✐❢ ♠❡$$❡♥$ ❡♥ (✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡' ✈❛❧❡✉6'✱ ❛✉① ❛❧❡♥$♦✉6'
❞❡ ✷✱ ♣♦✉6 ❧❡ 6❛♣♣♦6$ SO2✴❍❈❧✳ ❊♥ ♣6❡♥❛♥$ ❡♥ ❝♦♠♣$❡ ❧❡' ♥✐✈❡❛✉① ❞✬❡①'♦❧✉$✐♦♥ ✭♦✉
'♦✉6❝❡✮ ❞❡ ❝❡' ❞❡✉① ❣❛③ ✈♦❧❝❛♥✐J✉❡'✱ ❝✬❡'$✲O✲❞✐6❡ ✉♥❡ '♦✉6❝❡ ♣6♦❢♦♥❞❡ ♣♦✉6 ❧❡ SO2
❡$ ✉♥❡ '♦✉6❝❡ ♣❡✉ ♣6♦❢♦♥❞❡ ♣♦✉6 ❧❡ ❍❈❧✱ ❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡6 ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ (♠❡$$❡♥$ ♣❧✉✲
'✐❡✉6' '✉❣❣❡'$✐♦♥' '✉6 ❧✬♦6✐❣✐♥❡ ❞❡' ❣❛③ ❡$ ❧❛ ❢♦6♠❛$✐♦♥ ❞❡' ❡①♣❧♦'✐♦♥' '$6♦♠❜♦❧✐❡♥♥❡'
❞✉ ❨❛'✉6✳ c♦✉6 ❝❡' ❛✉$❡✉6'✱ ❧❡ ❢♦6$ 6❛♣♣♦6$ ♦❜$❡♥✉ ♣♦✉6 ❧❡' ❡①♣❧♦'✐♦♥' '✉❣❣d6❡ ✉♥❡
❡①'♦❧✉$✐♦♥ ❞❡' ❣❛③ ❡♥ ♣6♦❢♦♥❞❡✉6 '✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ 6❡♠♦♥$(❡ 6❛♣✐❞❡ ❥✉'J✉✬O ❧❛ '✉6❢❛❝❡
♣♦✉6 ❝♦♥'❡6✈❡6 ❧❛ ❝♦♠♣♦'✐$✐♦♥ ($❛❜❧✐$ ❡♥ ♣6♦❢♦♥❞❡✉6✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡6'❡✱ ❧❡ ❢❛✐❜❧❡ 6❛♣♣♦6$
♠❡'✉6( ❧♦6' ❞✉ ❞(❣❛③❛❣❡ ♣❛''✐❢ 6❡✢d$❡ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣6❡''✐♦♥ ❞❡ ❞(❣❛③❛❣❡ ♠❛6J✉(❡ ♣❛6
✶✶✷
❧✬❡①$♦❧✉'✐♦♥ ❞✉ ❍❈❧ ❡' ❞❡$ ❢❛✐❜❧❡$ ❝♦♥❝❡♥'1❛'✐♦♥$ ❞✉ SO2 ❞❛♥# ❧❛ ♣❛&'✐❡ #✉♣+&✐❡✉&❡
❞✉ ❝♦♥❞✉✐' ❡♥ &❛✐#♦♥ ❞❡ #♦♥ ❡①#♦❧✉'✐♦♥ ❡♥ ♣&♦❢♦♥❞❡✉&✳ ❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡& ❡' ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮
❡♥ ❝♦♥❝❧✉❡♥' ❛❧♦&# 9✉❡ ❧❡ ❞+❣❛③❛❣❡ ♣❛##✐❢ ♣&♦✈✐❡♥' ❞✬✉♥ ♠+❧❛♥❣❡ ❞❡# ❞❡✉① #♦✉&❝❡# ❡'
9✉❡ ❧❡ ❞+❣❛③❛❣❡ ❧✐+ ❛✉① ❡①♣❧♦#✐♦♥# #'&♦♠❜♦❧✐❡♥♥❡# ❡#' ✐##✉ ❞❡ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛'✐♦♥ ❞❡# ❣❛③
❡♥ ♣&♦❢♦♥❞❡✉&✳ ▲✬❛❝❝✉♠✉❧❛'✐♦♥✱ ♣❛& ❝♦❛❧❡#❝❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦✉##❡ ❣❛③❡✉#❡✱ ❛✉&❛✐' ❛❧♦&#
❧✐❡✉ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ '♦✐' ❞✬✉♥ &+#❡&✈♦✐& ♠❛❣♠❛'✐9✉❡ ♦✉ ❛✉ #❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❛#♣+&✐'+ ♣&+#❡♥'❡
❞❛♥# ❧❡ ❝♦♥❞✉✐' #❡❧♦♥ ❧❡# ♠♦❞A❧❡# ✭❏❛✉♣❛&' ❡' ❱❡&❣♥✐♦❧❧❡✱ ✶✾✽✽ ❀ ❱❡&❣♥✐♦❧❧❡ ❡' ❏❛✉♣❛&'✱
✶✾✾✵ ❀ ❙❡②❢&✐❡❞ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✵ ❀ ❱❡&❣♥✐♦❧❧❡ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮ #♦✉# ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡①#♦❧✉'✐♦♥ ❞✉
❍❈❧✳
▲❡# ✷✶ ❡' ✷✾✲✸✵ ❖❝'♦❜&❡ ✷✵✵✼✱ ▼+'&✐❝❤ ❡' ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ♦♥' ♠❡#✉&+ ❧❡# ❝♦♥❝❡♥'&❛'✐♦♥#
❡♥ ✈❛♣❡✉& ❞✬❡❛✉✱ CO2✱ SO2✱ ❍❈❧ ❡' ❍❋ ❡♥ ✉'✐❧✐#❛♥' ❧❛ ♠+'❤♦❞❡ ▼❯▲❚■✲●❆❙ &❡❣&♦✉✲
♣❛♥' ♣❧✉#✐❡✉&# ❝❛♣'❡✉&# ❞❡ ♠❡#✉&❡ ❞❡# ❣❛③✳ ▲❡# ✢✉① ♠♦②❡♥# ♠❡#✉&+# ♣♦✉& ❧❡ SO2
+'❛✐❡♥' &❡#♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❞❡ ✾✹✵ ❡' ✻✷✵ '♦♥♥❡#✴❥♦✉&✳ ❈❡# ✈❛❧❡✉&# #♦♥' ❝♦❤+&❡♥'❡# ❛✈❡❝
❝❡❧❧❡# ♦❜'❡♥✉❡# ♣❛& ❇❛♥✐ ❡' ▲❛&❞② ✭✷✵✵✼✮✱ ❝♦♠♣&✐#❡# ❡♥'&❡ ✷✵✵ ❡' ✶✺✵✵ '♦♥♥❡#✴❥♦✉&✳
▲❡# ❛✉'&❡# ❣❛③ ♠♦♥'&❡♥' ❞❡# ✢✉① ❞❡ ✶✸✵✵✵ '♦♥♥❡#✴❥♦✉& ♣♦✉& ❧❡ H2O✱ ✽✹✵ '♦♥♥❡#✴❥♦✉&
♣♦✉& ❧❡ CO2✱ ✶✻✺ '♦♥♥❡#✴❥♦✉& ♣♦✉& ❧❡ ❍❈❧ ❡' ✷✸ '♦♥♥❡#✴❥♦✉& ♣♦✉& ❧❡ ❍❋✳ ▼+'&✐❝❤ ❡'
❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❡#'✐♠❡♥' ❛❧♦&# ✉♥ ✢✉① '♦'❛❧ ❞✬❡♥✈✐&♦♥ ✶✺✵✵✵ '♦♥♥❡# ♣❛& ❥♦✉&✳
▼+'&✐❝❤ ❡' ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ♦♥' ❡✛❡❝'✉+✱ ❡♥ ♣❛&❛❧❧A❧❡ ❞❡# ♠❡#✉&❡# ❞❡# +♠✐##✐♦♥# ❣❛✲
③❡✉#❡#✱ ❞❡# ❛♥❛❧②#❡# #✉& ❧❡# ♣&♦❞✉✐'# ♣②&♦❝❧❛#'✐9✉❡# ❞❡ ❙✐✇✐ ❡' ❞✉ ❨❛#✉&✳ ▲❡✉&# &+#✉❧✲
'❛'# ♠♦♥'&❡♥' 9✉❡ ❧❡# ♣②&♦❝❧❛#'❡# ❛♣♣❛&'✐❡♥♥❡♥' _ ✉♥❡ ✉♥✐9✉❡ #+&✐❡ ❡' 9✉✬✉♥ ♠❛❣♠❛
♣❛&❡♥' ❞❡ ❝♦♠♣♦#✐'✐♦♥ ❜❛#❛❧'✐9✉❡ ❛♣♣&♦✈✐#✐♦♥♥❡ ❧❡ ✈♦❧❝❛♥✐#♠❡ _ ❚❛♥♥❛✳ ▲❡# ✐♥❝❧✉✲
#✐♦♥# ❞✬♦❧✐✈✐♥❡ ♠♦♥'&❡♥' 9✉❡ ❝❡ ♠❛❣♠❛ ♣❛&❡♥' ❡#' ♠♦❞+&+♠❡♥' &✐❝❤❡ ❡♥ ✈♦❧❛'✐❧❡#
❡' 9✉✬✐❧ ♣&♦❞✉✐' ❞❡# '&❛❝❤②❛♥❞+#✐'❡# ❜❛#❛❧'✐9✉❡# ❡' '&❛❝❤②❛♥❞+#✐'❡# _ ♣❛&'✐& ❞❡ ✺✵ _
✼✵✪ ❞❡ ❝&✐#'❛❧❧✐#❛'✐♦♥ ❢&❛❝'✐♦♥♥+❡✳ ▲❡# ❝♦♥❝❡♥'&❛'✐♦♥# ❡♥ CO2 ❡' H2O ♠❡#✉&+❡# ❞❛♥#
❝❡# '&❛❝❤②❛♥❞+#✐'❡# ❜❛#❛❧'✐9✉❡# ✐♥❞✐9✉❡♥' ✉♥❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛'✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡#✲❝✐ ❡♥'&❡ ✹✲✺ ❦♠
❞❡ ♣&♦❢♦♥❞❡✉& ❡' ❧❛ #✉&❢❛❝❡✳ ❊❧❧❡# ✐♥❞✐9✉❡♥' +❣❛❧❡♠❡♥' ❧❛ ♣&+#❡&✈❛'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ '❡♠♣+✲
&❛'✉&❡ +❧❡✈+❡ ❥✉#9✉✬_ ❞❡# ♣&♦❢♦♥❞❡✉&# ♣&♦❝❤❡# ❞❡ ❧❛ #✉&❢❛❝❡ ♦c ❧❡# '&❛❝❤②❛♥❞+#✐'❡#
❞+❣❛③❡♥' ❡' ❝&✐#'❛❧❧✐#❡♥'✳ ❙❡❧♦♥ ▼+'&✐❝❤ ❡' ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✱ '♦✉' ❝❡❝✐ #✉❣❣A&❡ ✉♥❡ ❞+#❤②❞&❛✲
'❛'✐♦♥ ♣&+❝♦❝❡ ❞✉&❛♥' ❧❛ ❣+♥A#❡ ❞❡# '&❛❝❤②❛♥❞+#✐'❡# ❡' ✉♥ ✢✉① '❤❡&♠✐9✉❡ +❧❡✈+✳ ❉❡
♣❧✉#✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦#✐'✐♦♥ &❡❧❛'✐✈❡♠❡♥' ❝♦♥#'❛♥'❡ ❞❡♣✉✐# ❝❡# ✶✹✵✵ ❞❡&♥✐A&❡# ❛♥♥+❡# ♠♦♥'&❡
9✉❡ ❝❡# ❝♦♥❞✐'✐♦♥# ♦♥' +'+ ♠❛✐♥'❡♥✉❡# ❞❡ ❢❛e♦♥ ❛##❡③ #'❛❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉&# ❞✉ '❡♠♣#✳
✶✶✸
 ❋✐❣ ✷✳✶✺ ✿ ❙❝❤+♠❛ .❡♣.+1❡♥3❛♥3 ❧❡ 1②136♠❡ ♠❛❣♠❛3✐7✉❡ 1♦✉1 ❧❛ ❝❛❧❞❡✐.❛ ❞❡ ❙✐✇✐
❬▼+3.✐❝❤ ❡3 ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ▲✬+3✉❞❡ ❞❡1 ❣❛③ ❡3 ❞❡1 ✐♥❝❧✉1✐♦♥1 ♦♥3 ♣❡.♠✐1 ❞✬❡13✐♠❡. 7✉✬✉♥
✈♦❧✉♠❡ ❞✬❡♥✈✐.♦♥ ✷✻ ❦♠✸ ❞❡ 3.❛❝❤②❛♥❞+1✐3❡ ❜❛1❛❧3✐7✉❡ ❞+❣❛③+❡ 1✬❡13 ❛❝❝✉♠✉❧+❡ ❞✉✲
.❛♥3 ❧❡1 ❞❡.♥✐❡.1 ✶✵✵✵ ❛♥1✱ ❞✉.❛♥3 ❧❡17✉❡❧1 ❧❛ .+1✉.❣❡♥❝❡ ❞✉ ❨❡♥❦❛❤❡ ❛ +3+ ❛❝3✐✈❡✳
❊♥ ❛11♦❝✐❛♥3 ❧❡1 .+1✉❧3❛31 ♦❜3❡♥✉1 ♣♦✉. ❧❡1 ❣❛③ ✈♦❧❝❛♥✐7✉❡1 ❡3 ❧❛ ❝♦♠♣♦1✐3✐♦♥ ❞✉
♠❛❣♠❛✱ ▼+3.✐❝❤ ❡3 ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛✈❛♥❝❡♥3 7✉❡ ❧❡ ❍❈❧ ❡13 ❢♦✉.♥✐ ♣❛. ❧❡ ❞+❣❛③❛❣❡ ❞✉
♠❛❣♠❛ 3.❛❝❤②❛♥❞+1✐3✐7✉❡ ❜❛1❛❧3✐7✉❡ Q ✉♥ 3❛✉① ❞❡ 2.6 ∗ 107 m3/an ❡3 7✉✬❡♥✈✐.♦♥
✾✺✪ ❞❡ ❝❡ ♠❛❣♠❛ ❡13 13♦❝❦+✳ ❈❡ 3❛✉① ❞❡ ❞+❣❛③❛❣❡ .❡♣.+1❡♥3❡ ❧❛ ♠♦✐3✐+ ❞✉ 3❛✉① ❞❡
❞+❣❛③❛❣❡ ❡13✐♠+ ♣♦✉. ❧❡ ♠❛❣♠❛ ♣❛.❡♥3 7✉✐ ❡13 ❞✬❡♥✈✐.♦♥ 5 ∗ 107 m3/an✳ ❊♥ .❡❧✐❛♥3
❧❡ 3❛✉① ❞❡ ❞+❣❛③❛❣❡ ❞✉ ♠❛❣♠❛ 3.❛❝❤②❛♥❞+1✐3✐7✉❡ ✭✷✻ km3 ❡♥ ✶✵✵✵ ❛♥1✮ ❛✈❡❝ ❧❡
1♦✉❧6✈❡♠❡♥3 ♦❜1❡.✈+ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❤♦.13 ❞✉ ❨❡♥❦❛❤❡ ✭✈♦❧✉♠❡ ❝✉♠✉❧+ ❞❡ ✷✳✺ km3 ❡♥
✶✵✵✵ ❛♥1✮✱ ▼+3.✐❝❤ ❡3 ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ 1✉❣❣6.❡ 7✉❡ ❧❡ 1♦✉❧6✈❡♠❡♥3 ♣♦✉..❛✐3 U3.❡ ❞V Q ✉♥❡
.❡❧❛①❛3✐♦♥ ♠+❝❛♥✐7✉❡ ❞❡1 ❝♦♥3.❛✐♥3❡1 ✐♥❞✉✐3❡ ♣❛. ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛3✐♦♥ ❞❡ ♠❛❣♠❛ ❞+❣❛③+
✭❋✐❣✳ ✷✳✶✺✮✳
✶✶✹
▼❡"✉$❡" ❞❡ &❡♠♣)$❛&✉$❡
❙✉" ❧❛ ♣&"✐♦❞❡ ❛❧❧❛♥, ❞❡ ◆♦✈❡♠❜"❡ ✶✾✾✸ 4 ❉&❝❡♠❜"❡ ✶✾✾✹✱ ▲❛"❞② ❡, ❚❛❜❜❛❣❤
✭✶✾✾✾✮ ♦♥, ♠❡@✉"& ❧❛ ,❡♠♣&"❛,✉"❡ ❡♥ ❝♦♥,✐♥✉ @✉" ,"♦✐@ ♣"♦✜❧@ ✈❡",✐❝❛✉① ♣❧❛❝&@ 4 ✷
❦♠ ❛✉ ◆♦"❞ ❞✉ ❝"❛,E"❡ ❞✉ ❨❛@✉"✳ ❆♣"E@ ❝♦""❡❝,✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣♦@@✐❜❧❡ ❞✉ ,"❛♥@❢❡",
❝♦♥✈❡❝,✐❢ ❝♦""❡@♣♦♥❞❛♥, 4 ❧✬✐♥✜❧,"❛,✐♦♥ ❧✐&❡ ❛✉① ♣❧✉✐❡@ ,"♦♣✐❝❛❧❡@✱ ✐❧@ ♦♥, ♦❜,❡♥✉ ❞❡@
✢✉① ❞❡ ❝❤❛❧❡✉" ❝♦♠♣"✐@ ❡♥,"❡ ✲✵✳✼✵ ❡, ✲✶✳✺✺ ❲✴♠✷✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛"❛✐@♦♥ ❞❡@ ♣"♦✜❧@ ♠❡,
❡♥ &✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦",❡@ ✈❛"✐❛,✐♦♥@ @✉" ✶✵✵ ♠ ❝❡ R✉✐ ✐♠♣❧✐R✉❡ ❞❡@ @♦✉"❝❡@ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉" ♣❡✉
♣"♦❢♦♥❞❡@✳ ▲❡@ ♠❡@✉"❡@ &,❛♥, "&❛❧✐@&❡@ 4 ✷ ❦♠ ❞✉ ❝"❛,E"❡✱ ▲❛"❞② ❡, ❚❛❜❜❛❣❤ ✭✶✾✾✾✮
@✉❣❣E"❡♥, ❧❛ ♣"&@❡♥❝❡ ❞✬✉♥ @②@,E♠❡ ❤②❞"♦,❤❡"♠❛❧✳
❊&✉❞❡ ❞✉ "②"&-♠❡ ❤②❞$♦&❤❡$♠❛❧
❈❤❛♣✉, ❡, ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❝❛"❛❝,&"✐@❡♥, ❧❡ @②@,E♠❡ ❤②❞"♦,❤❡"♠❛❧ ❞✉ ❨❛@✉" ❡, ❞✉ ❜❧♦❝
"&@✉"❣❡♥, ❞✉ ❨❡♥❦❛❤❡ ❡♥ ♣"♦❝&❞❛♥, 4 ✉♥❡ ❛♣♣"♦❝❤❡ ♠✉❧,✐❞✐@❝✐♣❧✐♥❛✐"❡ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✻✮✳
▲♦"@ ❞❡ ❝❡,,❡ &,✉❞❡✱ ✐❧@ ♦♥, "&❛❧✐@&@ ❞❡@ ❝❛♠♣❛❣♥❡@ ❞❡ ,♦♠♦❣"❛♣❤✐❡ &❧❡❝,"✐R✉❡✱ ❞❡
@♦♥❞❛❣❡@ &❧❡❝,"♦♠❛❣♥&,✐R✉❡@ ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ,❡♠♣♦"❡❧✱ ❞❡ ♠❡@✉"❡@ ❞❡ ♣♦,❡♥,✐❡❧ @♣♦♥,❛♥&
✭V❙✮✱ ❞❡ ,❡♠♣&"❛,✉"❡ ❛✐♥@✐ R✉❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥,"❛,✐♦♥ ❡♥ ❈❖✷✳
❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❤♦"@, ❞✉ ❨❡♥❦❛❤❡✱ ❈❤❛♣✉, ❡, ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ♠❡,,❡♥, ❡♥ &✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡
@②@,E♠❡ ❤②❞"♦,❤❡"♠❛❧ 4 ❡♥✈✐"♦♥ ✶✺✵ ♠ ❞❡ ♣"♦❢♦♥❞❡✉"✱ 4 ❧✬❛♣❧♦♠❜ ❞✉ @②@,E♠❡ ♠❛❣✲
♠❛,✐R✉❡ ❝❛"❛❝,&"✐@& ♣❛" ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛,✐♦♥ ❞❡ ♠❛❣♠❛ ❞&❣❛③&✱ ♥♦♥ &"✉♣,& ✭◆❛✐"♥ ❡, ❛❧✳✱
✶✾✽✽ ❀ ❈❤❡♥ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✺ ❀ ▼&,"✐❝❤ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✶✵ ❀ ❋✐❣✳ ✷✳✶✻✮✳ ▲❡@ ✈❛❧❡✉"@ ❞❡ "&@✐@,✐✈✐,&
♦❜,❡♥✉❡@ ❡♥ ,♦♠♦❣"❛♣❤✐❡ &❧❡❝,"✐R✉❡ ♥❡ ♠❡,,❡♥, ♣❛@ ❡♥ &✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ✐♥✜❧,"❛,✐♦♥ ❞❡
❧✬❡❛✉ ❞❡ ♠❡" ❛✉ @❡✐♥ ❞✉ ❜❧♦❝ "&@✉"❣❡♥,✳ ❉❡@ ❛♥♦♠❛❧✐❡@ ❞❡ ,❡♠♣&"❛,✉"❡ ❡, ❞❡ V❙
❝♦\♥❝✐❞❛♥, ❛✈❡❝ ❞❡@ ♣✐❝@ ❞❡ CO2 ✐♥❞✐R✉❡♥, R✉❡ ❧❡ @②@,E♠❡ ❤②❞"♦,❤❡"♠❛❧ ❛,,❡✐♥, ♣❛"✲
❢♦✐@ ❧❛ @✉"❢❛❝❡✳ ❈❡@ "❡♠♦♥,&❡@ ❞❡ ❣❛③ ❞✉ @②@,E♠❡ ❡♥ ♣"♦❢♦♥❞❡✉" ❥✉@R✉✬4 ❧❛ @✉"❢❛❝❡
@✬❡✛❡❝,✉❡♥, ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡@ ❢❛✐❧❧❡@ ♥♦"♠❛❧❡@ ❢❛❝✐❧✐,❛♥, ❧❡✉" ❞"❛✐♥❛❣❡✳ ❈❡@ "&@✉❧,❛,@ @♦♥,
@♦✉,❡♥✉@ ♣❛" ❧❡@ ♦❜@❡"✈❛,✐♦♥@ ✐♥ @✐,✉ ❞❡ ③♦♥❡@ ❞❡ ❢✉♠❡"♦❧❧❡@✱ ❞❡ ❞&♣_,@ ❞✬❛"❣✐❧❡ ❡,
❞❡ @♦✉❢"❡✳ ❊♥ ❞❡❤♦"@ ❞❡@ ③♦♥❡@ ❞❡ ❢"❛❝,✉"❡@✱ ❧❡@ ,❡♠♣&"❛,✉"❡@ @♦♥, ♥♦"♠❛❧❡@ ❡, ❧❡@
❝♦♥❝❡♥,"❛,✐♦♥@ ❡♥ CO2 @♦♥, ❢❛✐❜❧❡@✳ V♦✉" ❈❤❛♣✉, ❡, ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❝❡@ ❢❛✐❜❧❡@ ✈❛❧❡✉"@
❞❡ CO2 ❝♦✉♣❧&❡@ 4 ❧✬❛❜@❡♥❝❡ ❞✬✐♥✜❧,"❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❡ ♠❡" @✉❣❣E"❡♥, ✉♥ @❝❡❧❧❛❣❡ ❞✉
@②@,E♠❡ ❤②❞"♦,❤❡"♠❛❧ ✈✐❛ ❞❡@ ♥✐✈❡❛✉① ❞✬❛"❣✐❧❡ ✐♠♣❡"♠&❛❜❧❡@✳
❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝_♥❡ ❞✉ ❨❛@✉"✱ ❈❤❛♣✉, ❡, ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ♠♦♥,"❡♥, ✉♥❡ ✈❛"✐❛❜✐❧✐,& ❞❡
✶✶✺
  
 
 
 
 
 
 
 
❋✐❣✳ ✷✳✶✻ ✿ ▼♦❞+❧❡ .❝❤1♠❛4✐5✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐7❝✉❧❛4✐♦♥ ❞❡. ✢✉✐❞❡. ❛✉ .❡✐♥ ❞✉ .②.4+♠❡ ❨❛.✉7
✲ ❜❧♦❝ 71.✉7❣❡♥4 ❞✉ ❨❡♥❦❛❤❡ ❬❈❤❛♣✉4 ❡4 ❛❧✳✱✷✵✵✾❪✳
❧✬❛❝4✐✈✐41 ❤②❞7♦4❤❡7♠❛❧❡ ❛✉ .❡✐♥ ❞❡ ❧❛ .47✉❝4✉7❡✳ ❙✉7 ❧❡. ✢❛♥❝. ❙✉❞ ❡4 ❊.4✱ ❧❡. ♣7♦✜❧.
❞❡ 4♦♠♦❣7❛♣❤✐❡ 1❧❡❝47✐5✉❡ ♠❡44❡♥4 ❡♥ 1✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ❝✐7❝✉❧❛4✐♦♥ 47+. ❛❝4✐✈❡ ❞❡. ✢✉✐❞❡.
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❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛*✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣'❛♥❞❡ /✉❛♥*✐*) ❞❡ ♠❛❣♠❛ ❞)❣❛③) "♦✉" ❧❛ "*'✉❝*✉'❡✳ ❈❡ *❛✉①
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a) Antenne à 9 voies (sur la photo, l’antenne Y05) 
 
 
 
 
 
 
b) Antenne à 6 voies (sur la photo, l’antenne Y02) 
 
 
 
 
 
 
c) Station à 3 voies (Y12) 
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ω0✱ ❧❡ 3♣❡❝*1❡ ❞❡ ♣✉✐33❛♥❝❡ Φ ♣❡✉* L*1❡ ❡①♣1✐♠2 ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥3✐*2 3♣❡❝*1❛❧❡
❞❡ ♣✉✐33❛♥❝❡ M ❧❛ ❢12>✉❡♥❝❡ ω0✱ N✭ω0✮✱ ❡* ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❉✐1❛❝ δ(ω) ✿
Φ(ω) = P (ω0)δ(ω − ω0) ✭✸✹✮
❛✈❡❝ ω > 0
▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✬❛✉*♦❝♦112❧❛*✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥* ❛❧♦13 ✿
φ(r) = P (ω0)J0
(
ω0
c(ω0)
r
)
✭✸✺✮
▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥* ❞❡ ❝♦112❧❛*✐♦♥ ♣❡✉* L*1❡ ❞2✜♥✐ ♣❛1 ✿
ρ(r, ϕ, ω0) =
(
φ(r, ϕ, ω0)
φ(0, ϕ, ω0)
)
✭✸✻✮
▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥* ❞❡ ❝♦112❧❛*✐♦♥ ❡3* ❝❛❧❝✉❧2 ♣♦✉1 ❝❤❛>✉❡ ♣❛✐1❡ ❞❡ ❝❛♣*❡✉13✳ N♦✉1 ✉♥❡
❞✐3*❛♥❝❡ 1 ❞♦♥♥2❡✱ ❆❦✐ ✭✶✾✺✼✮ ❞2♠♦♥*1❛ >✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❛③✐♠✉*❤❛❧❡ ❞❡3 ❝♦❡✣❝✐❡♥*3
❞❡ ❝♦112❧❛*✐♦♥ ρ(r, ϕ, ω0) ♣❡✉* L*1❡ ❡①♣1✐♠2 ♣❛1 ✿
ρ(r, ω0) = J0
(
ω0
c(ω0)
r
)
✭✸✼✮
✶✹✽
▲❡" ❝♦❡✣❝✐❡♥(" ❞❡ ❝♦**+❧❛(✐♦♥ +(❛♥( ❝♦♥♥✉ ♣♦✉* ❝❤❛1✉❡ ❞✐"(❛♥❝❡ * ❡( ♣♦✉* ❞✐❢✲
❢+*❡♥(❡" ❢*+1✉❡♥❝❡" ω✱ ❧❛ ✈✐(❡""❡ ❞❡ ♣❤❛"❡ ❞❡" ♦♥❞❡" ❝✭ω✮ ♣❡✉( 8(*❡ ❡"(✐♠+❡✱ ❝❡ 1✉✐
*❡✈✐❡♥( : ❞+(❡*♠✐♥❡* ❧❛ ❝♦✉*❜❡ ❞❡ ❞✐"♣❡*"✐♦♥✳
=♦✉* ❧❡" ❝♦♠♣♦"❛♥(❡" *❛❞✐❛❧❡ ❡( ❛③✐♠✉(❤❛❧❡✱ ❧❡" ❢♦♥❝(✐♦♥" ❞✬❛✉(♦❝♦**+❧❛(✐♦♥ "♣❛✲
(✐❛❧❡ "♦♥( ❞+✜♥✐❡" ♣❛* ❧❡" ❡①♣*❡""✐♦♥" ✿
φr(r, ϕ) =< ur(x, y, t) · ur(x+ rcosϕ, y + rsinϕ, t) > ✭✸✽✮
φϕ(r, ϕ) =< uϕ(x, y, t) · uϕ(x+ rcosϕ, y + rsinϕ, t) > ✭✸✾✮
❡( ❧❡✉*" ♠♦②❡♥♥❡" ❛③✐♠✉(❤❛❧❡" ♣❛* ✿
φr(r) =
1
pi
∫ pi
0
φr(r, ϕ)dϕ ✭✹✵✮
φϕ(r) =
1
pi
∫ pi
0
φϕ(r, ϕ)dϕ ✭✹✶✮
❊♥ ❝♦♥"✐❞+*❛♥( ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣♦❧❛*✐"+❡ ♣❛*❛❧❧K❧❡♠❡♥( : ❧❛ ❞✐*❡❝(✐♦♥ ❞❡ ♣*♦♣❛❣❛(✐♦♥
❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡ ✭♦♥❞❡" =✱ ❙❱ ❡( ❘❛②❧❡✐❣❤✮✱ ❧❡" ♠♦②❡♥♥❡" ❛③✐♠✉(❤❛❧❡" ❞❡" ❢♦♥❝(✐♦♥"
❞✬❛✉(♦❝♦**+❧❛(✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥( 8(*❡ ❡①♣*✐♠+❡" ♣❛* ✿
φr(r, ω0) =
1
2
P (ω0)
[
J0
(
ω0
c(ω0)
r
)
− J2
(
ω0
c(ω0)
r
)]
✭✹✷✮
φϕ(r, ω0) =
1
2
P (ω0)
[
J0
(
ω0
c(ω0)
r
)
+ J2
(
ω0
c(ω0)
r
)]
✭✹✸✮
❙✐ ❧✬♦♥❞❡ ❡"( ♣♦❧❛*✐"+❡ ♣❡*♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐*❡♠❡♥( : ❧❛ ❞✐*❡❝(✐♦♥ ❞❡ ♣*♦♣❛❣❛(✐♦♥✱ ❧❡" ♠♦②❡♥♥❡"
❛③✐♠✉(❤❛❧❡" "♦♥( ❡①♣*✐♠+❡" ♣❛* ✿
φr(r, ω0) =
1
2
P (ω0)
[
J0
(
ω0
c(ω0)
r
)
+ J2
(
ω0
c(ω0)
r
)]
✭✹✹✮
✶✹✾
φϕ(r, ω0) =
1
2
P (ω0)
[
J0
(
ω0
c(ω0)
r
)
− J2
(
ω0
c(ω0)
r
)]
✭✹✺✮
❉❛♥' ❧❡ ❝❛❞,❡ ❞✬✉♥❡ /0✉❞❡ '✉, ❧❡ ❜,✉✐0 ❛♠❜✐❡♥0 ❞❛♥' ❧❛ ,/❣✐♦♥ ❞❡ ●,❡♥♦❜❧❡✱ ❇❡00✐❣
❡0 ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ ♦♥0 ♠♦❞✐✜/ ❧❛ ❢♦,♠✉❧❛0✐♦♥ ♦,✐❣✐♥❛❧❡ ❞♦♥♥/❡ ♣❛, ❆❦✐ ✭✶✾✺✼✮ ♣♦✉, ❧✬❛❞❛♣✲
0❡, E ❞❡' ,/'❡❛✉① ❞❡ ❝❛♣0❡✉,' ❞❡ ❢♦,♠❡ ✐,,/❣✉❧✐G,❡✳ ▲❡' ❛♥0❡♥♥❡' ❞/♣❧♦②/❡' ❛✉0♦✉,
❞✉ ❨❛'✉, /0❛♥0 ♠❛❥♦,✐0❛✐,❡♠❡♥0 ❝♦♠♣♦'/ ❞❡ ❝❛♣0❡✉,' ✈❡,0✐❝❛✉① ❝♦✉,0❡✲♣/,✐♦❞❡✱ ❧❛
❝♦✉,❜❡ ❞❡ ❞✐'♣❡,'✐♦♥ ♣❡✉0 M0,❡ ❡'0✐♠/❡ '✉✐✈❛♥0 ❧❛ ♣,♦❝/❞✉,❡ ❞/❝,✐0❡ ♣♦✉, ❧❛ ❝♦♠♣♦✲
'❛♥0❡ ✈❡,0✐❝❛❧❡ ✭❊O✉❛0✐♦♥ ✼✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥0 ❧❛ ❢♦,♠❡ ❞❡' ❛♥0❡♥♥❡' ♥✬/0❛♥0 ♣❛' ❝✐,❝✉❧❛✐,❡✱
❧❛ ♣,♦❝/❞✉,❡ ✉0✐❧✐'/❡ '✬❛♣♣✉✐❡♥0 '✉, ❧❡' ♠♦❞✐✜❝❛0✐♦♥' ❞❡ ❇❡00✐❣ ❡0 ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❉❛♥'
❧❡ ❝❛' ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦'❛♥0❡ ✈❡,0✐❝❛❧❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡' ❝♦❡✣❝✐❡♥0' ❞✬❛✉0♦❝♦,✲
,/❧❛0✐♦♥ '♣❛0✐❛❧❡ '✬❡✛❡❝0✉❡ '✉, ❞❡' ❛♥♥❡❛✉① ✭r1 ❀r2✮ ❞❛♥' ❧❡ ♣❧❛♥ ✭,✱ϕ✮ ✿
ρr1,r2(ω0) =
2
r22 − r21
∫ r2
r1
rJ0
(
ω0
c(ω0)
r
)
dr ✭✹✻✮
▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❛③✐♠✉0❤❛❧❡ ❞❡' ❝♦❡✣❝✐❡♥0' ❞❡ ❝♦,,/❧❛0✐♦♥ ♣❡✉0 ❛❧♦,' M0,❡ ❝❛❧❝✉❧/❡ ♣♦✉,
❝❤❛O✉❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢,/O✉❡♥❝❡ ❡0 ❝❤❛O✉❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐'0❛♥❝❡' ❡♥ ✉0✐❧✐'❛♥0 ❧✬/O✉❛0✐♦♥
✭✹✻✮✳
✷✳✷ ▲❛ ♠%&❤♦❞❡ ❢✲❦
▲❛ ♠/0❤♦❞❡ ❢✲❦ ✭▲❛❝♦'' ❡0 ❛❧✳✱ ✶✾✻✾ ❀ ❑✈❛❡,♥❛ ❡0 ❘✐♥❣❞❛❤❧✱ ✶✾✽✻✮ '❡ ❜❛'❡ '✉,
❧✬❤②♣♦0❤G'❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡' ♣❧❛♥❡' O✉✐ '❡ ♣,♦♣❛❣❡♥0 ❤♦,✐③♦♥0❛❧❡♠❡♥0 E 0,❛✈❡,' ❧❡
,/'❡❛✉✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥'✐❞G,❡ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢,/O✉❡♥❝❡ ❢✱ ✉♥❡ ❞✐,❡❝0✐♦♥ ❞❡ ♣,♦♣❛❣❛0✐♦♥
❡0 ✉♥❡ ✈✐0❡''❡ ❝✱ ❧❡ '✐❣♥❛❧ ❡♥,❡❣✐'0,/ E ❝❤❛O✉❡ ❝❛♣0❡✉, ♥ ❝♦♠♣♦'❛♥0 ❧✬❛♥0❡♥♥❡ ❡'0 ❞/✜♥✐
♣❛, ✿
x( n, t) = s(t+ τn) + η( n, t) ✭✹✼✮
❛✈❡❝ τn ❧❡ ❞/❝❛❧❛❣❡ 0❡♠♣♦,❡❧ ❡♥0,❡ ❝❤❛O✉❡ ❝❛♣0❡✉,✱  n ❧❡ ✈❡❝0❡✉, ❝♦♠♣,❡♥❛♥0 ❧❛
♣♦'✐0✐♦♥ ❞❡' ◆ ❝❛♣0❡✉,' ❞❡ ❧✬❛♥0❡♥♥❡✳ s(t+τn) ,❡♣,/'❡♥0❡ ❧❡ '✐❣♥❛❧ ❝♦❤/,❡♥0 ❡0 η( n, t)
❧❡ ✏♥♦♥✲'✐❣♥❛❧✑ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡'✳
✶✺✵
▲❛ "#❛♥%❢♦#♠)❡ ❞❡ ❋♦✉#✐❡# ❡%" ❡♥%✉✐"❡ ❝❛❧❝✉❧)❡ ♣♦✉# ❝❤❛3✉❡ %✐❣♥❛❧ ✿
X( n, ω) = S(ω)e
i(ωτn) + η( n, ω) ✭✹✽✮
❛✈❡❝ ω = 2pif ❧❛ ♣✉❧%❛"✐♦♥✳
▲❛ #)♣♦♥%❡ ❞✉ #)%❡❛✉ < ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥"❡ ❡%" ❝❛❧❝✉❧)❡ ❡♥ %♦♠♠❛♥" ❧❡%
%✐❣♥❛✉① ❞)❝❛❧)% %❡❧♦♥ ❧❡% ❞)❝❛❧❛❣❡% "❡♠♣♦#❡❧% ❡" %♦♥ ❡①♣#❡%%✐♦♥ ❞❛♥% ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❢#)3✉❡♥"✐❡❧ ❡%" ❞♦♥♥)❡ ♣❛# ✿
Y (ω) =
N∑
n=1
Wn(ω)X( n, ω)e
−i(ωτn)
✭✹✾✮
♦? Wn(ω) #❡♣#)%❡♥"❡ ✉♥ "❡#♠❡ ❞❡ ♣♦♥❞)#❛"✐♦♥✳ ❙✐ ❧✬♦♥❞❡ ❡%" ♣#)%❡♥"❡ ❡" %❡ ♣#♦♣❛❣❡
❞❛♥% ✉♥❡ ❞✐#❡❝"✐♦♥ < ✈✐"❡%%❡ < ✉♥❡ ✈✐"❡%%❡ ❞♦♥♥)❡✱ ❧❛ %♦♠♠❡ ❞❡% %✐❣♥❛✉① ❡%" ❝♦♥%"#✉❝✲
"✐✈❡ ❡" ❧❛ #)♣♦♥%❡ ❞✉ #)%❡❛✉ ❡%" )❧❡✈)❡✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡#%❡✱ %✐ ❧✬♦♥❞❡ ♥✬❡%" ♣❛% ♣#)%❡♥"❡✱ ❧❡%
%✐❣♥❛✉① %❡ %♦♠♠❡♥" ❞❡ ❢❛E♦♥ ✐♥❝♦❤)#❡♥"❡ ❡" ❧❛ #)♣♦♥%❡ ❞✉ #)%❡❛✉ ❡%" ❢❛✐❜❧❡✳ ❊♥ ✉"✐✲
❧✐%❛♥" ❧❡% )3✉❛"✐♦♥% ✭✹✽✮ ❡" ✭✹✾✮✱ ❡" ❡♥ ❝♦♥%✐❞)#❛♥" 3✉❡ ωτn = ❦j n ❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞✬✉♥❡
♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ ✭❛✈❡❝ ❦j ❧❡ ✈❡❝"❡✉# ♥♦♠❜#❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡✮✱ ❧❛ #)♣♦♥%❡ ❞✉ #)%❡❛✉
❞❡✈✐❡♥" ✿
Y (❦, ω) =
N∑
n=1
WnSn(ω)e
−i(❦j−❦) +
N∑
n=1
η( n, ω)e
−i❦!n
✭✺✵✮
▲❡% ♣❛#❛♠J"#❡% ❞❡ ♣#♦♣❛❣❛"✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡% ✭❞✐#❡❝"✐♦♥ ❡" ✈✐"❡%%❡✮ %♦♥" ♦❜✲
"❡♥✉% ❡♥ ♠❛①✐♠✐%❛♥" ❧❛ #)♣♦♥%❡ ❞✉ #)%❡❛✉ Y (❦, ω) ❞❛♥% ❧❡ ♣❧❛♥ ❢#)3✉❡♥❝❡ ✲ ♥♦♠❜#❡
❞✬♦♥❞❡✱ ❝✬❡%"✲<✲❞✐#❡ ❡♥ ❞)❝♦♠♣♦%❛♥" ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♠❜#❡ ❞✬♦♥❞❡ ❡♥ ❣#✐❧❧❡ ❡" ❡♥ ❝♦♥%✐✲
❞)#❛♥" ✉♥❡ ❣#✐❧❧❡ ♣❛# ❢#)3✉❡♥❝❡✳ K♦✉# ❝❤❛3✉❡ ✈❡❝"❡✉# ♥♦♠❜#❡ ❞✬♦♥❞❡ ❦n = (kx, ky)n
❞)"❡#♠✐♥) ♣❛# ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✱ ❧❛ ❞✐#❡❝"✐♦♥ θn ❡" ❧❛ ✈✐"❡%%❡ ❛♣♣❛#❡♥"❡ Cn(ω)
❡%"✐♠)% ♣❛# ✿
θn = arctan
(
kxn
kyn
)
✭✺✶✮
Cn(ω) =
ω
|❦n| ✭✺✷✮
✶✺✶
❉❛♥# ❧❛ ♠&'❤♦❞❡ ❢✲❦ ❝♦♥✈❡♥'✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❡# ♣♦✐❞# ❛✛❡❝'&# 5 ❧❛ 6&♣♦♥#❡ ❞✉ 6&#❡❛✉
#♦♥' ♣6✐# &❣❛✉① 5 ✶ ❞♦♥❝ Wn(ω) = 1✳ ❈❛♣♦♥ ✭✶✾✻✾✮ ❛♣♣♦6'❛ A✉❡❧A✉❡# ❛♠&❧✐♦6❛'✐♦♥#
❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥' ❧❡# ❢❛❝'❡✉6# ❞❡ ♣♦♥❞&6❛'✐♦♥✳ ❈❡# ❞❡6♥✐❡6# #♦♥' ❝❛❧❝✉❧&# ♣♦✉6 ♠✐♥✐♠✐#❡6
❧❛ 6&♣♦♥#❡ ❞✉ 6&#❡❛✉ ❧♦6#A✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜6❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞✐✛E6❡ ❞✉ ♥♦♠❜6❡ ❞✬♦♥❞❡ ❝♦♥#✐❞&6&✳
❈❡# ❢❛❝'❡✉6# ❞&♣❡♥❞❡♥' ❞❡ ❧❛ ❢6&A✉❡♥❝❡ ❡' ❞❡ ❧❛ ♣♦#✐'✐♦♥ ❞❡# ❝❛♣'❡✉6#✳ ▲❛ ♠&'❤♦❞❡
❢✲❦ ❤❛✉'❡ 6&#♦❧✉'✐♦♥ ♣❡6♠❡' '❤&♦6✐A✉❡♠❡♥' ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❧❡✉6❡ ❞✐#'✐♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♦♥❞❡#
#❡ ♣6♦♣❛❣❡❛♥' ❛✈❡❝ ❞❡# ♥♦♠❜6❡# ❞✬♦♥❞❡ ♣❧✉# ♣6♦❝❤❡# A✉❡ ♥❡ ❧❡ ❢❛✐' ❧❛ ♠&'❤♦❞❡ ❢✲❦
❝♦♥✈❡♥'✐♦♥♥❡❧❧❡✳
✸ ●❊❖$❙❨ ✿ ❡)*✐♠❛*✐♦♥ ❞❡) ♠♦❞1❧❡) ❞❡ ✈✐*❡))❡
✸✳✶ ▲❡ ♣&♦❥❡) ●❊❖-❙❨
▲✬&❧❛❜♦6❛'✐♦♥ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ●❡♦♣$② #✬✐♥#❝6✐' ❞❛♥# ❧❡ ❝❛❞6❡ ❞✬✉♥ ♣6♦❥❡' ❞✉ ♠H♠❡ ♥♦♠✱
✈✐#❛♥' 5 ❞&✈❡❧♦♣♣❡6 ❞❡# ♦✉'✐❧# ♣♦✉6 ❧❡# ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥# ❣&♦♣❤②#✐A✉❡# ❡' #✐#♠♦❧♦❣✐A✉❡#✳
▲❛♥❝& ❞✉6❛♥' ❧❡ ♣6♦❥❡' ❞❡ 6❡❝❤❡6❝❤❡ ❡✉6♦♣&❡♥ ❙❊❙❆▼❊ ✭❙✐'❡ ❊✛❡❝'❙ ✉#✐♥❣ ❆▼❜✐❡♥'
❊①❝✐'❛'✐♦♥#✮✱ ❧❡ ♣6♦❥❡' ●❡♦♣#② ❛ &'& ♠❡♥& 5 ❜✐❡♥ ❣6O❝❡ 5 ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦6❛'✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉①
✉♥✐✈❡6#✐'&#✱ ❧✬❯♥✐✈❡6#✐'& ❥♦#❡♣❤ ❋♦✉6✐❡6 ✭●6❡♥♦❜❧❡✱ ❋6❛♥❝❡✮ ❡' ❧✬❯♥✐✈❡6#✐'R' S♦'#❞❛♠
✭S♦'#❞❛♠✱ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡✮✱ ❡' 6&❣✉❧✐E6❡♠❡♥' ♠✐# 5 ❥♦✉6 ♣❛6 ▼❛6❝ ❲❛'❤❡❧❡' ✭■❘❉✲■❙❚❡66❡✱
●6❡♥♦❜❧❡✱ ❋6❛♥❝❡✮✳
▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡#' ❞✐#'6✐❜✉& #♦✉# ❧❡ ♥♦♠ ❙❡$❛((❛② ✭✇✇✇✳❣❡♦♣#②✳♦6❣✮ ♠❡''❛♥' 5 ❞✐#✲
♣♦#✐'✐♦♥ ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥# ♣6✐♥❝✐♣❛❧❡# ✿ ●❡♦♣$② ❡' ❉✐♥✈❡(✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ●❡♦♣$② 6❡✲
❣6♦✉♣❡ ❞❡ ♥♦♠❜6❡✉① ♦✉'✐❧# ♣❡6♠❡''❛♥' ❧✬❛♥❛❧②#❡ ❞✉ #✐❣♥❛❧ #✐#♠✐A✉❡ '❡❧# A✉❡ ❧✬❛♥❛❧②#❡
'❡♠♣#✲❢6&A✉❡♥❝❡✱ ❧✬❡#'✐♠❛'✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥' ❞❡# ♣❛6'✐❝✉❧❡#✱ ❧❛ 6&❞✉❝'✐♦♥ ❞❡ ❜6✉✐'✱
❧✬❡#'✐♠❛'✐♦♥ ❞❡# 6❛♣♣♦6'# ❍✴❱✱ ❛✐♥#✐ A✉❡ ❧❛ ❞&'❡6♠✐♥❛'✐♦♥ ❞❡# ❝♦✉6❜❡# ❞❡ ❞✐#♣❡6#✐♦♥
♣❛6 ❧❡ ❜✐❛✐# ❞❡# ♠&'❤♦❞❡# ❙S❆❈ ❡' ❢✲❦ ❝♦♥✈❡♥'✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡' ❤❛✉'❡ 6&#♦❧✉'✐♦♥✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛✲
'✐♦♥ ❉✐♥✈❡( ❛ &'& ❞&✈❡❧♦♣♣&❡ ❞❛♥# ❧❡ ❜✉' ❞✬❛♣♣♦6'❡6 ✉♥ ♦✉'✐❧ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉6 ❧✬✐♥✈❡6#✐♦♥
❞❡# ❝♦✉6❜❡# ❞❡ ❞✐#♣❡6#✐♦♥ ❡' ❞♦♥❝ ♣♦✉6 ❧✬❡#'✐♠❛'✐♦♥ ❞❡# ♠♦❞E❧❡# ❞❡ ✈✐'❡##❡ ❞❡# ♦♥❞❡#
S ❡' ❙ ❞❛♥# ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥#✐❞&6&✳
✶✺✷
✸✳✷ ●❡♦♣'② ✿ ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❞❡' ♠2.❤♦❞❡' ❙5❆❈ ❡. ❢✲❦
◆♦✉# ❛✈♦♥# ✈✉ ❞❛♥# ❧❛ #❡❝+✐♦♥ ✷ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐+0❡ 1✉❡ ❧❡# +❡❝❤♥✐1✉❡# ❙3❆❈ ❡+ ❢✲❦
#♦♥+ +♦✉+❡# ❞❡✉① ❜❛#;❡# #✉0 ❧✬❛♥❛❧②#❡ ❞✉ ❜0✉✐+ #✐#♠✐1✉❡ ❛♠❜✐❛♥+✳ ▲❡✉0 ✉+✐❧✐#❛+✐♦♥
♣❡0♠❡+ ❞✬♦❜+❡♥✐0 ✉♥❡ ❡#+✐♠❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐+❡##❡ ❞❡ ♣❤❛#❡ ❞❡# ♦♥❞❡# ❞❡ #✉0❢❛❝❡ ❞❛♥# ❧❡
♠✐❧✐❡✉ ♣♦✉0 ❞✐✛;0❡♥+❡# ❜❛♥❞❡# ❞❡ ❢0;1✉❡♥❝❡✱ ❝❡ 1✉✐ 0❡✈✐❡♥+ C ❞;+❡0♠✐♥❡0 ❧❡# ❝♦✉0❜❡#
❞❡ ❞✐#♣❡0#✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣❡0♠❡++0❡ ❧✬❡①+0❛❝+✐♦♥ ❞✉ ❜0✉✐+ #✐#♠✐1✉❡✱ ●❡♦♣#② ✐♥+F❣0❡ ✉♥
❛❧❣♦0✐+❤♠❡ ❙❚❆✴▲❚❆ ❞❛♥# ❧❡# ♠♦❞✉❧❡# ❙3❆❈ ❡+ ❢✲❦✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡0♠❡+ ❞❡ ❞;+❡❝+❡0
♣✉✐# ❞✬;❧✐♠✐♥❡0 ❧❡# ;✈;♥❡♠❡♥+# +0❛♥#✐+♦✐0❡# ♣♦✉0 ♥❡ ❝♦♥#❡0✈❡0 1✉❡ ❧❡# ♣♦0+✐♦♥# ❞❡
#✐❣♥❛❧ ❞♦♥+ ❧✬❛♠♣❧✐+✉❞❡ ❡#+ 1✉❛#✐✲#+❛+✐♦♥♥❛✐0❡✳ ◗✉❛+0❡ ♣❛0❛♠F+0❡# #♦♥+ C #♣;❝✐✜❡0
❞❛♥# ❧✬❛❧❣♦0✐+❤♠❡ ✿
✶✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉0✱ ❡♥ #❡❝♦♥❞❡#✱ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥M+0❡ ❙❚❆✳
✷✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉0✱ ❡♥ #❡❝♦♥❞❡#✱ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥M+0❡ ▲❚❆✳
✸✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉0 #❡✉✐❧ ✐♥❢;0✐❡✉0❡ ❞✉ 0❛♣♣♦0+ ❙❚❆✴▲❚❆✳
✹✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉0 #❡✉✐❧ #✉♣;0✐❡✉0❡ ❞✉ 0❛♣♣♦0+ ❙❚❆✴▲❚❆✳
▲❛ ✈❛❧❡✉0 #✉♣;0✐❡✉0❡ ❞✉ 0❛♣♣♦0+ ❙❚❆✴▲❚❆ ✜①❡ ❧❡ #❡✉✐❧ C ♣❛0+✐0 ❞✉1✉❡❧ ❧❡# ♣✉❧#❡#
❞✬;♥❡0❣✐❡ #♦♥+ ❞;+❡❝+;#✱ ♠❛01✉❛♥+ ❛✐♥#✐ ❧❡ ❞;❜✉+ ❞✉ #✐❣♥❛❧ +0❛♥#✐+♦✐0❡ C ;❧✐♠✐♥❡0✳ ▲❛
✈❛❧❡✉0 ✐♥❢;0✐❡✉0❡ ♣❡0♠❡+✱ 1✉❛♥+ C ❡❧❧❡✱ ❞❡ ❞;✜♥✐0 ❧❛ ✜♥ ❞✉ #✐❣♥❛❧ +0❛♥#✐+♦✐0❡ C ;❧✐♠✐♥❡0✳
▲✬❡①+0❛❝+✐♦♥ ❞✉ ❜0✉✐+ #✐#♠✐1✉❡ ❛ ;+; 0;❛❧✐#;❡ #✉0 ✷❤ ❞✬❡♥0❡❣✐#+0❡♠❡♥+ ❞❡ ❧✬❛❝+✐✈✐+; ❞✉
❨❛#✉0 ❡♥ ✉+✐❧✐#❛♥+ ❞❡# ✈❛❧❡✉0# ❙❚❆ ❡+ ▲❚❆ ✜①;❡# C ✶ ❡+ ✸✵ #✳ ▲❡# ❤❡✉0❡# ❞✬❡♥0❡✲
❣✐#+0❡♠❡♥+ ♦♥+ ;+; #;❧❡❝+✐♦♥♥;❡# ♣❛0♠✐ ❧❡# ❥♦✉0# ❞✉0❛♥+ ❧❡#1✉❡❧# ❧✬❛❝+✐✈✐+; ❡①♣❧♦#✐✈❡
❞✉ ❨❛#✉0 ;+❛✐+ ♠♦❞;0;❡✱ ♣❡0♠❡++❛♥+ ❧✬❡♥0❡❣✐#+0❡♠❡♥+ ❞❡ #✉✣#❛♠♠❡♥+ ❞❡ ❜0✉✐+ ❡♥+0❡
❞❡✉① ❡①♣❧♦#✐♦♥#✳ ▲❡# ✈❛❧❡✉0# #❡✉✐❧ ✐♥❢;0✐❡✉0❡# ♦♥+ ;+; ✜①;❡# C ✵✱✸✵ ❡+ ❧❡# ✈❛❧❡✉0# #❡✉✐❧
#✉♣;0✐❡✉0❡# C ✸✱✵✵ ❡+ ✸✱✺✵✳ ▲❡# ✜❣✉0❡# ✹✳✶ ❡+ ✹✳✷ ♠♦♥+0❡♥+ ✷ ❤❡✉0❡# ❞✬❡♥0❡❣✐#+0❡♠❡♥+#
♦❜#❡0✈;# #✉0 ❧❡# #❡♣+ #✐+❡# #;❧❡❝+✐♦♥♥;# ❛✉+♦✉0 ❞❡ ❧✬;❞✐✜❝❡ ❞✉ ❨❛#✉0✱ #✉0 ❧❡#1✉❡❧❧❡# #♦♥+
❛✣❝❤;# ❧❡# ❢❡♥M+0❡# ❞❡ #✐❣♥❛❧ ❝♦♥#❡0✈;❡# ❛♣0F# ✉+✐❧✐#❛+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦0✐+❤♠❡ ❙❚❆✴▲❚❆✳
▲❛ +❛✐❧❧❡ ❞❡# ❢❡♥M+0❡# +❡♠♣♦0❡❧❧❡# #✉0 ❧❡#1✉❡❧❧❡# ✈♦♥+ M+0❡ ❡#+✐♠;❡# ❧❡# ♠♦②❡♥♥❡# ❞❡#
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❯♥❡ ❝♦✉4❜❡ ❞✬❛✉,♦❝♦44/❧❛,✐♦♥ ❡*, ❝❛❧❝✉❧/❡ ♣♦✉4 ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡* ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐*,❛♥❝❡ ✭❋✐❣✳
✹✳✺✮✳
✶✺✼
 ❋✐❣✳ ✹✳✺ ✿ ❈♦✉*❜❡- ❞✬❛✉1♦❝♦**3❧❛1✐♦♥ ♦❜1❡♥✉❡- ❡♥ ✉1✐❧✐-❛♥1 ❧❛ ♠31❤♦❞❡ ❙9❆❈ -✉* ❧❡-
❞♦♥♥3❡- ❞❡ ❜*✉✐1 -✐-♠✐;✉❡ ❡♥*❡❣✐-1*3 ♣❛* ❧✬❛♥1❡♥♥❡ ❨✵✼✳ ❈❤❛;✉❡ ❝♦✉*❜❡ *❡♣*3-❡♥1❡
❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❛③✐♠✉1❤❛❧❡ ❞❡- *❛♣♣♦*1- ❞✬❛✉1♦❝♦**3❧❛1✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢*3;✉❡♥❝❡✱
❡-1✐♠3❡ ♣♦✉* ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐-1❛♥❝❡ ✭❋✐❣✳ ✹✳✹✮✳
✶✺✽
 ❋✐❣✳ ✹✳✻ ✿ ❈♦✉*❜❡ ❞❡ ❞✐.♣❡*.✐♦♥ ✐..✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛5✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠75❤♦❞❡ ❢✲❦ .✉* ❧❡. ❞♦♥♥7❡.
❞❡ ❜*✉✐5 .✐.♠✐<✉❡ ❡♥*❡❣✐.5*7❡. ♣❛* ❧✬❛♥5❡♥♥❡ ❨✵✼✳
❊!"✐♠❛"✐♦♥ ❞❡! ♠♦❞*❧❡! ❞❡ ✈✐"❡!!❡ ✶✲❉
▲❡. ❝♦✉*❜❡. ❞✬❛✉5♦❝♦**7❧❛5✐♦♥ ❡5 ❞❡ ❞✐.♣❡*.✐♦♥ ♥❡ .♦♥5 ♣❛. ✐♥✈❡*.7❡. .✉* ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡
❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢*7<✉❡♥❝❡ .✉* ❧❛<✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡. ♦♥5 757 ❝❛❧❝✉❧7❡.✳ ▲✬✐♥✈❡*.✐♦♥ ❡.5 *7❛❧✐.7❡
.✉* ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢*7<✉❡♥❝❡ ❞♦♥5 ❧❡. ❧✐♠✐5❡. .♦♥5 ❞7✜♥✐❡. ♣❛* ❧❛ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞❡ 5*❛♥.❢❡*5
❞❡ ❧✬❛♥5❡♥♥❡✳ ❯♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥♥❡①❡ ❞❡ ●❡♦♣$② ❛ 757 ✐♥57❣*7 ♣❛❝❦ ❙❡$❛((❛② ❛✜♥ ❞❡
♣❡*♠❡55*❡ ❧✬❡.5✐♠❛5✐♦♥ ❞❡ ❝❡. ❢*7<✉❡♥❝❡. ❧✐♠✐5❡.✳ ❊♥ ❞❡❤♦*. ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢*7<✉❡♥❝❡✱
❧❡. ✈✐5❡..❡. ❡.5✐♠7❡. ❧♦*. ❞❡ ❧✬✐♥✈❡*.✐♦♥ *✐.<✉❡♥5 ❞✬G5*❡ .♦✉.✲❡.5✐♠7❡. ♦✉ .✉*❡.5✐♠7❡.✳
H♦✉* ❧✬❛♥5❡♥♥❡ ❨✵✼✱ ❧❛ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞❡ 5*❛♥.❢❡*5 ♥♦✉. ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢*7<✉❡♥❝❡
❝♦♠♣*✐.❡ ❡♥5*❡ ✷ ❡5 ✺ ❍③✳
▲❛ ❞75❡*♠✐♥❛5✐♦♥ ❞❡. ♠♦❞M❧❡. ❞❡ ✈✐5❡..❡ ✶✲❉ ❞❡. ♦♥❞❡. H ❡5 ❙✱ ✈✐❛ ❧✬✐♥✈❡*.✐♦♥
❞❡. ❝♦✉*❜❡. ❞✬❛✉5♦❝♦**7❧❛5✐♦♥ ❡5 ❞❡ ❞✐.♣❡*.✐♦♥ ❡5 *7❛❧✐.7❡ ❥✉.<✉✬R ♣*7.❡♥5 ❛✈❡❝ ❧❡ ♣*♦✲
❣*❛♠♠❡ ❞✬✐♥✈❡*.✐♦♥ ❞❡. ♦♥❞❡. ❞❡ .✉*❢❛❝❡ ❞❡ ❍❡**♠❛♥♥ ✭✶✾✽✼✮ ❬❝❢✳ ❈❤❛♣✐5*❡ ■❪✱ ❛ 757
✐♥57❣*7❡ ❞❛♥. ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ●❡♦♣.② ✿ ❉✐♥✈❡(✳ ▲✬✐♥✈❡*.✐♦♥ ❡.5 ❜❛.7❡ .✉* ✉♥ ❛❧❣♦*✐5❤♠❡
❞❡ ✈♦✐.✐♥❛❣❡ <✉✐ ❡.5 ✉♥❡ ❛♣♣*♦❝❤❡ .5♦❝❤❛.5✐<✉❡ ❞❡ *❡❝❤❡*❝❤❡ ❞✐*❡❝5❡ ✭❲❛5❤❡❧❡5 ❡5 ❛❧✳✱
✷✵✵✹✮✳ ▲✬✐♥✈❡*.✐♦♥ ❞7♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡. ✐♥❝❧✉❡. ❞❛♥. ❧❛ .5*✉❝5✉*❡✱ ❞❡ ❧❡✉*
❞❡♥.✐57✱ ❞❡ ❧❡✉* 7♣❛✐..❡✉* ❡5 ❞❡ ❧❛ ✈✐5❡..❡ ❞❡. ♦♥❞❡. H ❡5 ❙ ❞❛♥. ❝❡❧❧❡.✲❝✐✳ ❈♦♠♠❡
✶✺✾
 ♦✉ ❡$ ❧❡$ ♠' ❤♦❞❡$ ❞❡  ②♣❡ ▼♦♥ ❡✲❈❛1❧♦✱ ❧✬❛❧❣♦1✐ ❤♠❡ ❞❡ ✈♦✐$✐♥❛❣❡ ❣'♥71❡ ❞❡$ ♠♦✲
❞7❧❡$ ♣$❡✉❞♦✲❛❧'❛ ♦✐1❡$ ❞❡ ❧❛ $ 1✉❝ ✉1❡ ❞❛♥$ ❧✬❡$♣❛❝❡ ❞❡$ ♣❛1❛♠7 1❡$✳ :♦✉1 ❝❤❛❝✉♥ ❞❡
❝❡$ ♠♦❞7❧❡$✱ ✉♥❡ ❝♦✉1❜❡ ❞❡ ❞✐$♣❡1$✐♦♥ ✭❢✲❦✮ ♦✉ ❞❡$ ❝♦✉1❜❡$ ❞✬❛✉ ♦❝♦11'❧❛ ✐♦♥ ✭❙:❆❈✮
$♦♥ ❝❛❧❝✉❧'❡$✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛1❛✐$♦♥ ❞❡ ❝❡$ ❝♦✉1❜❡$ ❛✈❡❝ ❧❡$ ❝♦✉1❜❡$ ❞✐1❡❝ ❡♠❡♥ ✐$$✉❡$
❞❡$ ♠' ❤♦❞❡$ ❙:❆❈ ❡ ❢✲❦ ❢♦✉1♥✐ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉1 ❞❡ ♠✐$✜ D✉✐ ♥♦✉$ ✐♥❢♦1♠❡ $✉1 ❧❛ D✉❛❧✐ '
❞❡ ❧✬❛❥✉$ ❡♠❡♥ ❡♥ 1❡ ❧❡$ ♠♦❞7❧❡$ ❡ ❧❛ $ 1✉❝ ✉1❡ 1'❡❧❧❡✳ ❙✐ ❧✬❛❥✉$ ❡♠❡♥ ❡$ ❜♦♥✱ ❧❛
✈❛❧❡✉1 ❞❡ ♠✐$✜ ❡$ ♣1♦❝❤❡ ❞❡ ✵✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡1$❡✱ $✐ ❧✬❛❥✉$ ❡♠❡♥ ❡$ ♠❛✉✈❛✐$✱ ❧❡ ♠✐$✜ 
❡$ ♣1♦❝❤❡ ❞❡ ✶ ✈♦✐1❡ $✉♣'1✐❡✉1 H ✶✳ :♦✉1 '✈✐ ❡1 ❞❡$ ❝❛❧❝✉❧$ ✐♥✉ ✐❧❡$✱ ❉✐♥✈❡1 ❧❛✐$$❡
❧❛ ♣♦$$✐❜✐❧✐ ' ❞❡ ✜①❡1 ❝❡1 ❛✐♥$ ♣❛1❛♠7 1❡$ ♣❛1♠✐ ❝❡✉① ❧✐$ '$ ♣1'❝'❞❡♠♠❡♥ ❬✈♦✐1 ❧❛
♣❛1❛♠' 1✐$❛ ✐♦♥ ❞❡ ❉✐♥✈❡1 ♣♦✉1 ❧✬❡$ ✐♠❛ ✐♦♥ ❞❡$ ♠♦❞7❧❡$ ❞❡ ✈✐ ❡$$❡ ❞❛♥$ ❧❛ $❡❝ ✐♦♥
✹ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐ 1❡ ✿ ✏✶❉ ✈❡❧♦❝✐ ② ♠♦❞❡❧$✑❪✳ ▲❛ ❞' ❡1♠✐♥❛ ✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞7❧❡ ❞❡ ✈✐ ❡$$❡
$✬❡✛❡❝ ✉❡ ❡♥ ♣❧✉$✐❡✉1$ ' ❛♣❡$✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❣'♥'1❛❧❡♠❡♥ ♣❛1 ✉♥❡ $ 1✉❝ ✉1❡ H ✉♥❡
❝♦✉❝❤❡ ❡ ✉♥ ❞❡♠✐✲❡$♣❛❝❡✳ ❙✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉1 ❞❡ ♠✐$✜ ♦❜ ❡♥✉❡ ♥✬❡$ ♣❛$ $❛ ✐$❢❛✐$❛♥ ❡✱ ♦♥
❛❥♦✉ ❡ ♣1♦❣1❡$$✐✈❡♠❡♥ ❞❡$ ❝♦✉❝❤❡$ $✉♣♣❧'♠❡♥ ❛✐1❡$ ❞❛♥$ ❧❡ ♠♦❞7❧❡✳ ▲✬❛✣❝❤❛❣❡ ❞❡$
1'$✉❧ ❛ $ ❞❛♥$ ❧✬❡$♣❛❝❡ ❞❡$ ♣❛1❛♠7 1❡$ ♣❡1♠❡ ❞✬❛❥✉$ ❡1 ❧❡$ ♣❛1❛♠7 1❡$ ❞✉ ♠♦❞7❧❡
❡♥ 1❡ ❝❤❛D✉❡ ❡$$❛✐✳
▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❉✐♥✈❡1 ❛ ' ' ❝♦♥T✉ ❞❡ ♠❛♥✐71❡ H ♣♦✉✈♦✐1 ✐♥✈❡1$❡1 $♦✐ ❧❡$ ❝♦✉1❜❡$
❞✬❛✉ ♦❝♦11'❧❛ ✐♦♥✱ $♦✐ ❧❡$ ❝♦✉1❜❡$ ❞❡ ❞✐$♣❡1$✐♦♥✱ $♦✐ ❧❡$ ❞❡✉① $✐♠✉❧ ❛♥'♠❡♥ ✳ ❉❛♥$
❧❡ ❝❛$ ❞✉ ❨❛$✉1✱ ❧✬✐♥✈❡1$✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥'❡ ❞❡$ ❝♦✉1❜❡$ ❛ ' ' ❝❤♦✐$✐❡✳ ▲❡$ ♠♦❞7❧❡$ 1'$✉❧ ❛♥ 
❞❡ ❧✬✐♥✈❡1$✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥ ❞♦♥❝ ❛❥✉$ ❡1 ❛✉ ♠✐❡✉① ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡$ ❝♦✉1❜❡$✳ ▲❛ ✜❣✉1❡
✹✳✼ ♠♦♥ 1❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ 1'$✉❧ ❛ $ ♦❜ ❡♥✉$ ❛✈❡❝ ❉✐♥✈❡% ♣♦✉1 ❧✬❛♥ ❡♥♥❡ ❨✵✼✳ ▲❡$
♠❡✐❧❧❡✉1$ ❛❥✉$ ❡♠❡♥ $ ♦❜ ❡♥✉$ ❝♦11❡$♣♦♥❞❡♥ H ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉1❛ ✐♦♥ H ✷ ❝♦✉❝❤❡$ ❡ 
✉♥ ❞❡♠✐✲❡$♣❛❝❡✳ ❊♥✲❞❡$$♦✉$ ❞❡ ✷✵✵ ♠7 1❡$ ❞❡ ♣1♦❢♦♥❞❡✉1✱ ❧❡$ ❣❛♠♠❡$ ❞❡ ✈✐ ❡$$❡
❛✐♥$✐ D✉❡ ❧❡$ '♣❛✐$$❡✉1$ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡$ ♥❡ $♦♥ ♣❧✉$ ❝♦♥ 1❛✐♥ ❡$✳ ❈❡  ❡ ❧✐♠✐ ❛ ✐♦♥ ❞❛♥$ ❧❛
1'$♦❧✉ ✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞7❧❡ ❞❡ ✈✐ ❡$$❡ $✬❡①♣❧✐D✉❡ ♣❛1 ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ♦✉✈❡1 ✉1❡ ❞❡ ❧✬❛♥ ❡♥♥❡ ❛✐♥$✐
D✉❡ ♣❛1 ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢1'D✉❡♥❝❡✳ ❯♥❡ ♦♣ ✐♦♥ ❞❡ ●❡♦♣)② ♣❡1♠❡ ❞✬❡① 1❛✐1❡
❧❡$ ♣❛1❛♠7 1❡$ ❝♦11❡$♣♦♥❞❛♥ ❛✉① ♠❡✐❧❧❡✉1$ ♠♦❞7❧❡$ ❞❡ ✈✐ ❡$$❡✳ ▲❡ ♠❡✐❧❧❡✉1 ♠♦❞7❧❡
❞❡ ✈✐ ❡$$❡ ♦❜ ❡♥✉ ♣♦✉1 ❧✬❛♥ ❡♥♥❡ ❨✵✼✱ ❝✬❡$ ✲H✲❞✐1❡ ❧❡ ♠♦❞7❧❡ ♣1'$❡♥ ❛♥ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉1❡
✈❛❧❡✉1 ❞❡ ♠✐$✜ ✱ ❡$ ♣1'$❡♥ ' ❞❛♥$ ❧❛ ✜❣✉1❡ ✸ ❞❡ ❧✬❛1 ✐❝❧❡ ❬❝❢✳ $❡❝ ✐♦♥ ✹❪✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ $❡
❝♦♠♣♦$❡ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥ ❡1❢❛❝❡$✱ ♣❧❛❝'❡$ H ✷✼ ♠ ❡ H ✾✺ ♠ ❞❡ ♣1♦❢♦♥❞❡✉1✱ $'♣❛1❛♥ ❞❡$
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❝❡♥,$❡✮✱ ❣❡♥❡$❛,✐♥❣ "✐❣♥✐✜❝❛♥, ♣②$♦❝❧❛",✐❝ ❞❡♣♦"✐," ✭❈❛$♥❡② ❛♥❞ ▼❛❝❋❛$❧❛♥❡✱ ✶✾✼✾✮✳
❚❤❡ ❧❛", ❦♥♦✇♥ ♠❛❥♦$ ❡$✉♣,✐✈❡ ❡✈❡♥, ✇❛" ,❤❡ ❝♦❧❧❛♣"❡ ♦❢ ,❤❡ ❙✐✇✐ ❝❛❧❞❡$❛ ❞✉$✐♥❣
✇❤✐❝❤ ❛♣♣$♦①✐♠❛,❡❧② ✶ ,♦ ✷ ❦♠
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♦❢ ♠❛,❡$✐❛❧ ✇❛" ❡❥❡❝,❡❞✱ ❢♦$♠✐♥❣ ,❤❡ ❙✐✇✐ ✐❣♥✐♠❜$✐,❡"
✭❈❛$♥❡② ❛♥❞ ▼❛❝❋❛$❧❛♥❡✱ ✶✾✼✾ ❀ ❘♦❜✐♥ ❡, ❛❧✳✱ ✶✾✾✹✮✳ ❆❢,❡$ ,❤❡ ❝♦❧❧❛♣"❡✱ ,❤❡ ✢♦♦$ ♦❢
,❤❡ ❝❛❧❞❡$❛ ❜❡❣❛♥ ,♦ ✉♣❧✐❢,✱ ❣✐✈✐♥❣ $✐"❡ ,♦ ,❤❡ ♣$❡"❡♥, ❨❡♥❦❛❤❡ $❡"✉$❣❡♥, ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡
✉♣❧✐❢, $❛,❡ ♦❢ ,❤❡ ❨❡♥❦❛❤❡ ❤♦$", ✇❛" ❞❡,❡$♠✐♥❡❞ ✉"✐♥❣ ,❤❡ ❡♠❡$❣❡❞ $❡❡❢ ,❡$$❛❝❡" ❜②
❈❤❡♥ ❡, ❛❧✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❚❤❡② ❡",✐♠❛,❡❞ ❛ $❛,❡ ♦❢ ∼ ✶✺✻ ♠♠✴②$ ✉"✐♥❣ ✷✸✵❚❤✴✷✸✹❯ ❞❛,✐♥❣✳
❚❤❡ ❧❛$❣❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ $❡❣✐♦♥❛❧ $❛,❡ ❡",✐♠❛,❡❞ ❢$♦♠ "❛♠♣❧❡" ❝♦♠✐♥❣ ❢$♦♠
,❤❡ ♥♦$,❤✲✇❡", ❝♦❛", ♦❢ ❚❛♥♥❛ ♦❢ ∼ ✶ ♠♠✴②$ ❛♥❞ ,❤❡ $❛,❡ ♦❜,❛✐♥❡❞ ❢♦$ ,❤❡ ❨❡♥❦❛❤❡
❤♦$", ❤✐❣❤❧✐❣❤," ❛♥ ❛♥♦♠❛❧♦✉" ✉♣❧✐❢, ❜❡❧♦✇ ,❤❡ ❝❛❧❞❡$❛ ❝❡♥,$❡ ✭❈❤❡♥ ❡, ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✮✳
❚❤✐" ❣$♦✉♥❞ ❞❡❢♦$♠❛,✐♦♥ ✇❛" $❡❧❛,❡❞ ,♦ ,❤❡ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥, ♦❢ ❛ ♠❛❣♠❛ $❡"❡$✈♦✐$ ❜❡❧♦✇
,❤❡ ❨❡♥❦❛❤❡ $❡"✉$❣❡♥, ❜❧♦❝❦✱ ❛, "❤❛❧❧♦✇ ❞❡♣,❤" ✭◆❛✐$♥ ❡, ❛❧✳✱ ✶✾✽✽ ❀ ❈❤❡♥ ❡, ❛❧✳✱
✶✾✾✺ ❀ ▼[,$✐❝❤ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❙✐♥❝❡ ∼ ✶✹✵✵ ②❡❛$" ❇✳C✳✱ ,❤❡ ❡$✉♣,✐✈❡ ❛❝,✐✈✐,② ❤❛" ❜❡❡♥
❢♦❝✉"❡❞ ❛, ❨❛"✉$ ✈♦❧❝❛♥♦ ✭▼[,$✐❝❤ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ■, ✐" ❝❤❛$❛❝,❡$✐"❡❞ ❜② ",$♦♠❜♦❧✐❛♥ ,♦
✈✉❧❝❛♥✐❛♥ ❡①♣❧♦"✐♦♥"✱ ✇✐,❤ ❛ ❢$❡]✉❡♥❝② ♦❢ ♦♥❡ ,♦ ,❤$❡❡ ❡①♣❧♦"✐♦♥" ♣❡$ ♠✐♥✉,❡ ❞✉$✐♥❣
✈❡$② ❛❝,✐✈❡ ♣❤❛"❡" ♦❢ ❛❝,✐✈✐,② ❛♥❞ ♦♥❡ ❡①♣❧♦"✐♦♥ ❡✈❡$② ❢❡✇ ♠✐♥✉,❡" ❞✉$✐♥❣ ]✉✐❡,
♣❤❛"❡"✱ ❡❥❡❝,✐♥❣ ♣②$♦❝❧❛",✐❝ ♠❛,❡$✐❛❧" ❛" ❜♦♠❜"✱ "❝♦$✐❛❡ ❛♥❞ ❛"❤ ♣❧✉♠❡" ✐♥ ❛ $❛❞✐✉"
♠❛✐♥❧② ❧✐♠✐,❡❞ ,♦ ,❤❡ ❝$❛,❡$ ❛♥❞ "♦♠❡,✐♠❡" ,♦ ,❤❡ ✢❛♥❦"✳ ❍♦✇❡✈❡$ ,❤❡ ♣$❡"❡♥❝❡
♦❢ ♣②$♦❝❧❛",✐❝ ❞❡♣♦"✐," ❧✐♥❦❡❞ ,♦ ,❤❡ ❨❛"✉$ ❛❝,✐✈✐,② ♥♦$,❤ ♦❢ ,❤❡ ❝❛❧❞❡$❛ ✐♥❞✐❝❛,❡"
,❤❛, ,❤❡ ✈♦❧❝❛♥♦ ❤❛" ❦♥♦✇♥ ❛, ❧❡❛", ♦♥❡ ✐♠♣♦$,❛♥, ❡$✉♣,✐✈❡ ♣❤❛"❡✱ ✐❞❡♥,✐✜❡❞ ❛" ❛
"✉❜✲♣❧✐♥✐❛♥ ❡$✉♣,✐♦♥ ✭◆❛✐$♥ ❡, ❛❧✳✱ ✶✾✽✽✮✳
❚❤❡ ✈❛$✐♦✉" ,②♣❡" ♦❢ ❡$✉♣,✐✈❡ ❛❝,✐✈✐,② ❤❛✈❡ ❧❡❞ ,♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈♦❧❝❛♥✐❝ ",$✉❝,✉$❡
✇✐,❤ ❞✐"❝♦♥,✐♥✉✐,✐❡" ♦❢ ✈❛$✐♦✉" ♦$✐❣✐♥"✿ ❧✐,❤♦❧♦❣②✱ ,❡❝,♦♥✐❝" ❛♥❞ ✢✉✐❞ "❛,✉$❛,✐♦♥✳ ❚❤❡
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❋❧❡❣-❡✐ ❝❛❧❞❡-❛✳ ❋♦- "❤❡)❡ "❡❝❤♥✐R✉❡)✱ ❧❛②❡-) ♦- ❛♥♦♠❛❧✐❡) ✇✐"❤ ❞✐)"✐♥❝" ✈❡❧♦❝✐"✐❡) ❝❛♥
❜❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤"❡❞ "♦ ❛ ❢❡✇ ❦✐❧♦♠❡"-❡) ❞❡♣"❤ ✭< 5 ❦♠✮ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ )✐③❡ ♦♥ "❤❡ ♦-❞❡- ♦❢ ❛
❢❡✇ ❤✉♥❞-❡❞) ♦❢ ♠❡"❡-) "♦ ♦♥❡ ❦✐❧♦♠❡"-❡✳ ❖"❤❡- "❡❝❤♥✐R✉❡)✱ ❜❛)❡❞ ♦♥ "❤❡ ✐♥✈❡-)✐♦♥
♦❢ "❤❡ ❞✐)♣❡-)✐♦♥ ❝✉-✈❡)✱ ❛-❡ ❛❧)♦ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❉❡ ❇❛--♦) ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❡①"-❛❝"❡❞ "❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥"❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ "❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✇❛✈❡ ❢-♦♠ -❡❣✐♦♥❛❧ ❛♥❞ "❡❧❡)❡✐)♠✐❝ ❡❛-"❤R✉❛❦❡)
✶✻✺
 ❡❝♦ ❞❡❞ ❜② ❛ ❧❛ ❣❡✲❛♣❡ ,✉ ❡ ❜ ♦❛❞❜❛♥❞ ♥❡,✇♦ ❦ ,♦ ❞❡❞✉❝❡ ,❤❡ ❞✐3♣❡ 3✐✈❡ ❝✉ ✈❡3✳
❚❤❡ ✐♥✈❡ 3✐♦♥ ♦❢ ,❤❡3❡ ❝✉ ✈❡3 ❛❧❧♦✇❡❞ ,❤❡♠ ,♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤, ,❤❡ ❛✈❡ ❛❣❡ ❝ ✉3,❛❧ ❞❡♣,❤
❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ❛ ♦✉♥❞ 9♦♣♦❝❛,:♣❡,❧ ✈♦❧❝❛♥♦ ✭▼❡①✐❝♦✮ ❛♥❞ ,♦ ❡3,❛❜❧✐3❤ ❛ ✈❡❧♦❝✐,② 3, ✉❝✲
,✉ ❡ ❞♦✇♥ ,♦ ✺✵ ❦♠ ❞❡♣,❤✳ ❆❧,❤♦✉❣❤ ,❤❡3❡ ,❡❝❤♥✐B✉❡3 ❛ ❡ ✇✐❞❡❧② ✉3❡❞ ,♦ ❝♦♠♣✉,❡
✈♦❧❝❛♥♦ ✈❡❧♦❝✐,② ♠♦❞❡❧3✱ ,❤❡② ❛ ❡ ♥♦, ❛♣♣ ♦♣ ✐❛,❡ ❢♦ 3,✉❞②✐♥❣ ♥❡❛ ✲3✉ ❢❛❝❡ 3, ✉❝✲
,✉ ❡3 ❜❡❝❛✉3❡ ♦❢ ,❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢  ❡3♦❧✉,✐♦♥ ❢♦ ,❤❡ ❞❡,❡❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤✐♥ ♦❜❥❡❝,3 ❛♥❞ ❧❛②❡ 3✳
❚❡❝❤♥✐B✉❡3 ❜❛3❡❞ ♦♥ ❝ ♦33 ❝♦  ❡❧❛,✐♦♥3 ✉3✐♥❣ 3♠❛❧❧✲❛♣❡ ,✉ ❡ ❛  ❛②3 ❛ ❡ ✐♥❝ ❡❛3✐♥❣❧②
❡♠♣❧♦②❡❞ ♦♥ ✈♦❧❝❛♥♦❡3 ,♦ ❝♦♠♣✉,❡ ❞✐3♣❡ 3✐♦♥ ❝✉ ✈❡3✳ ❚❤❡3❡ ♠❡,❤♦❞3 ♣ ♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡3✲
,✐♠❛,✐♦♥ ♦❢ 3✉ ❢❛❝❡ ✇❛✈❡ ♣❤❛3❡ ✈❡❧♦❝✐,✐❡3 ❛♥❞ ,❤✉3 ❛❧❧♦✇ ✉3 ,♦ ❝❛❧❝✉❧❛,❡ ✶❉ ✈❡❧♦❝✐,②
♠♦❞❡❧3 ♦❢ ,❤❡ 3, ✉❝,✉ ❡ ❢♦ ,❤❡ ✜ 3, ❤✉♥❞ ❡❞3 ♦❢ ♠❡,❡ 3 ❜❡❧♦✇ ,❤❡ 3✉ ❢❛❝❡ ❛❝❝♦ ❞✐♥❣
,♦ ,❤❡ ❛  ❛②✬3 ❛♣❡ ,✉ ❡✳
❚❤❡ ❙♣❛,✐❛❧ ❆✉,♦❝♦  ❡❧❛,✐♦♥ ✭❙9❆❈✮ ♠❡,❤♦❞✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❆❦✐ ✭✶✾✺✼✮✱ ✐3 ,❤❡
♠❡,❤♦❞ ♠♦3, ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ✈♦❧❝❛♥♦❡3✳ ■, ✇❛3 ✜ 3, ✉3❡❞ ♦♥ ❑✐❧❛✉❡❛ ✈♦❧❝❛♥♦ ✭❍❛✇❛✐✐✮ ❜②
❋❡  ❛③③✐♥✐ ❛♥❞ ❆❦✐ ✭✶✾✾✶✮✳ ❚❤❡② ❝♦♠♣✉,❡❞ ,❤❡ ✶❉ ✈❡❧♦❝✐,② ♠♦❞❡❧ ❞♦✇♥ ,♦ ✷✵✵ ♠
❞❡♣,❤ ❜② ✉3✐♥❣ ❞❛,❛  ❡❝♦ ❞❡❞ ❜② ❛ ✶✷✵✲♠❡,❡ ✲ ❛❞✐✉3 ❝✐ ❝✉❧❛ ❛  ❛②✳ ❯3✐♥❣ ,❤❡ 3❛♠❡
❛♣♣ ♦❛❝❤✱ ▼:,❛①✐❛♥ ❡, ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮ ❞❡,❡ ♠✐♥❡❞ ,❤❡ ✶❉ ❝♦♠♣ ❡33✐♦♥❛❧ ❛♥❞ 3❤❡❛ ✇❛✈❡
✈❡❧♦❝✐,② ♠♦❞❡❧3 ❞♦✇♥ ,♦ ✾✵✵ ♠ ❛, ▼❛3❛②❛ ✈♦❧❝❛♥♦ ✭◆✐❝❛ ❛❣✉❛✮ ✉3✐♥❣ ❝✐ ❝✉❧❛ ❛  ❛②3
✇✐,❤ ✻✵✲♠❡,❡ ❛♥❞ ✶✷✵✲♠❡,❡ ✲ ❛❞✐✉3✳ ▲❛,❡ ✱ ❈❤♦✉❡, ❡, ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ✉3❡❞ ,✇♦ ❝✐ ❝✉❧❛ 
❛  ❛②3 ✇✐,❤ ✻✵✲♠❡,❡ ❛♥❞ ✶✹✵✲♠❡,❡ ✲ ❛❞✐✉3 ,♦ ❡3,✐♠❛,❡ ,❤❡ ✶❉ 9✲ ❛♥❞ ❙✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐,②
♠♦❞❡❧3 ,♦ ✸✵✵ ♠ ❛, ❙, ♦♠❜♦❧✐ ✈♦❧❝❛♥♦ ✭■,❛❧②✮✳ ▼♦ ❡  ❡❝❡♥,❧②✱ ❙❛❝❝♦ ♦,,✐ ❡, ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮
❛♥❞ ▼♦ ❛ ❡, ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ❡3,✐♠❛,❡❞ ,❤❡ ✈❡❧♦❝✐,② ♠♦❞❡❧3 ♦❢ ❑✐❧❛✉❡❛ ✈♦❧❝❛♥♦ ❛♥❞ ❆ ❡♥❛❧
✈♦❧❝❛♥♦ ✭❈♦3,❛ ❘✐❝❛✮ ,♦ ✶ ❦♠ ❛♥❞ ✹✺✵ ♠ ✉3✐♥❣ ,❤❡ ❙9❆❈ ♠❡,❤♦❞✳
❚❤❡ ❢ ❡B✉❡♥❝②✲✇❛✈❡♥✉♠❜❡ ✭❢✲❦✮ ♠❡,❤♦❞ ✭▲❛❝♦33 ❡, ❛❧✳✱ ✶✾✻✾ ❀ ❈❛♣♦♥✱ ✶✾✻✾✮✱
❣❡♥❡ ❛❧❧② ✉3❡❞ ,♦ 3❡♣❛ ❛,❡ ,❤❡ ❞✐✛❡ ❡♥, ,②♣❡3 ♦❢ ✇❛✈❡3 ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣♦3❡ ,❤❡ ✇❛✈❡
✜❡❧❞✱ ❝❛♥ ❛❧3♦ ❜❡ ✉3❡❞ ,♦ ❝❛❧❝✉❧❛,❡ ,❤❡ ❞✐3♣❡ 3✐♦♥ ❝✉ ✈❡ ❛♥❞ ,❤✉3 ,♦ ❞❡,❡ ♠✐♥❡ ,❤❡
✶❉ ✈❡❧♦❝✐,② 3, ✉❝,✉ ❡✳ ■, ❤❛3 ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② 9❡, ♦3✐♥♦ ❡, ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ,♦ ❝♦♠♣✉,❡ ,❤❡
3❤❡❛ ✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐,② ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❙♦❧❢❛,❛ ❛ ✈♦❧❝❛♥♦ ✭❈❛♠♣✐ ❋❧❡❣ ❡✐✱ ■,❛❧②✮✳ ❚❤❡3❡ 3,✉❞✐❡3
❧❡❞ ,♦ ✶❉ ✈❡❧♦❝✐,② ♠♦❞❡❧3 ,❤❛, ❛❧❧♦✇ ,❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉3 3, ✉❝,✉ ❡ ✇✐,❤
❝♦♥3,❛♥, ❧❛②❡ ,❤✐❝❦♥❡33❡3✳
❚♦ ♦❜,❛✐♥ ❛ 9✲ ❛♥❞ ❙✲ ✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐,② ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❨❛3✉ ❛♥❞ ✐,3 3✉  ♦✉♥❞✐♥❣3✱ ✇❡
♣ ♦♣♦3❡ ,♦ ✉3❡ ,❤❡ ❙9❆❈ ❛♥❞ ,❤❡ ❢✲❦ ♠❡,❤♦❞3 ♦♥ ❛ ❞❛,❛ 3❡,  ❡❝♦ ❞❡❞ ❜② 3❡✈❡ ❛❧ 3♠❛❧❧✲
✶✻✻
❛♣❡#$✉#❡ ❛##❛②' ❝❧♦'❡ $♦ $❤❡ ✈♦❧❝❛♥♦✳ ❋♦# ❡❛❝❤ '❡✐'♠✐❝ ❛##❛②✱ $❤❡ ❞✐'♣❡#'✐♦♥ ❝✉#✈❡'
❛#❡ ❝♦♠♣✉$❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$❧②✱ ❛♥❞ $❤❡♥ ❥♦✐♥$❧② ✐♥✈❡#$❡❞ $♦ ♦❜$❛✐♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧ 7✲
❛♥❞ ❙✲ ✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐$② ♣#♦✜❧❡'✳ ❆❢$❡#✇❛#❞'✱ ❡❛❝❤ ♣#♦✜❧❡ ✐' '♣❛$✐❛❧❧② ❡①$#❛♣♦❧❛$❡❞ ♦♥ ❛♥
❛#❡❛ ❞❡✜♥❡❞ ♦# ♣❛#$❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② $❤❡ ✐♥❢♦#♠❛$✐♦♥' ♣#♦✈✐❞❡❞ ❜② $❤❡ '✉#❢❛❝❡ ❣❡♦❧♦❣②✳
❚❤✐' ♣❛♣❡# '$❛#$' ✇✐$❤ ❛ ❜#✐❡❢ ❞❡'❝#✐♣$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ '✉#❢❛❝❡ ❣❡♦❧♦❣② ♦❢ $❤❡ ❛❝$✐✈❡
✈♦❧❝❛♥✐❝ '②'$❡♠ ❛♥❞ ❛ ♣#❡'❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❙7❆❈ ❛♥❞ ❢✲❦ ♠❡$❤♦❞'✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ ✇✐$❤
❛ ❞❡'❝#✐♣$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ '❡✐'♠✐❝ ❛##❛②' ❛♥❞ ❞❛$❛ '❡$ ✉'❡❞ ❢♦# $❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✶❉
✈❡❧♦❝✐$② ♠♦❞❡❧'✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ $♦ ❜✉✐❧❞ $❤❡ '$#✉❝$✉#❡ ♦❢ ❨❛'✉# ✈♦❧❝❛♥♦
❛♥❞ ❙✐✇✐ ❝❛❧❞❡#❛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞✐'❝✉'' $❤❡ ✈❡❧♦❝✐$② #❛♥❣❡' ♦❜$❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ♣#♦♣♦'❡ ❛♥
✐♥$❡#♣#❡$❛$✐♦♥ ❢♦# $❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐'❝♦♥$✐♥✉✐$✐❡' ❤✐❣❤❧✐❣❤$❡❞ ✐♥ $❤✐' '$✉❞②✳
❙✉"❢❛❝❡ ❣❡♦❧♦❣②
❚❤❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣ ♦❢ $❤❡ '♦✉$❤✲❡❛'$❡#♥ ♣❛#$ ♦❢ ❚❛♥♥❛ ■'❧❛♥❞ ✭❋✐❣✳ ✶ ❀ ❈❛#♥❡②
❛♥❞ ▼❛❝❋❛#❧❛♥❡✱ ✶✾✼✾✮✱ '❤♦✇' $❤#❡❡ ♠❛✐♥ ♣②#♦❝❧❛'$✐❝ ❢♦#♠❛$✐♦♥'✱ ✇✐$❤ ❜❛'❛❧$✐❝ ❛♥✲
❞❡'✐$❡ $♦ ❛♥❞❡'✐$❡ ❝♦♠♣♦'✐$✐♦♥'✱ ❞❛$✐♥❣ ❢#♦♠ 7❧✐♦❝❡♥❡ ✭✺✳✸✸ ▼❛✮ $♦ ❍♦❧♦❝❡♥❡ ✭< ✵✳✵✶
▼❛✮✳ ❚❤❡ $✇♦ ♦❧❞❡'$✱ $❤❡ ●#❡❡♥ ❍✐❧❧ ●#♦✉♣ ❛♥❞ $❤❡ ❚✉❦♦'♠❡#✉ ●#♦✉♣✱ ❝♦♥'✐'$ ♦❢
❛'❤✲ ❛♥❞ '❝♦#✐❛ ✲ ✢♦✇ ❞❡♣♦'✐$' ❛''♦❝✐❛$❡❞ ✇✐$❤ $❡♣❤#❛ ❢❛❧❧♦✉$' ❝♦✈❡#❡❞ ❜② ✐♥❞✉#❛$❡❞
♣✉♠✐❝❡ ✢♦✇'✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤$✐♥❣ ♣❤#❡❛$♦♠❛❣♠❛$✐❝ ❢❡❛$✉#❡' ✭❘♦❜✐♥ ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✾✹✮✳ ❚❤❡ ②♦✉♥✲
❣❡# ✈♦❧❝❛♥✐❝ '❡U✉❡♥❝❡✱ $❤❡ ❙✐✇✐ ●#♦✉♣✱ ❝♦♠♣#✐'❡' ❧❛✈❛'✱ '❝♦#✐❛ ❝♦♥❡'✱ ❧❛♣✐❧❧✐ $✉✛ ❛♥❞
$❤❡ ❙✐✇✐ ❙❡#✐❡ ✭❆❧❧❡♥✱ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ❙✐✇✐ ♣②#♦❝❧❛'$✐❝ ❙❡#✐❡✱ ❡♠♣❧❛❝❡❞ ❞✉#✐♥❣ $❤❡ ❝❛❧❞❡#❛
❝♦❧❧❛♣'❡ ✭❈❛#♥❡② ❛♥❞ ▼❛❝❋❛#❧❛♥❡✱ ✶✾✼✾✮✱ ❝♦♥'✐'$' ♦❢ ❛ ❜❛'❛❧ ♣❤#❡❛$♦♠❛❣♠❛$✐❝ ❞❡♣♦✲
'✐$ ❝♦✈❡#❡❞ ❜② $✇♦ ✢♦✇ ✉♥✐$'✱ ❡❛❝❤ ❢♦#♠❡❞ ❜② ❛ ✇❡❧❞❡❞ ❧❛②❡# ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲✇❡❧❞❡❞ ❧❛②❡#
♦❢ ❛'❤✲✢♦✇ ❞❡♣♦'✐$' ✭❘♦❜✐♥ ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✾✹ ❀ ❆❧❧❡♥✱ ✷✵✵✺✮✳ ▲❛$❡ 7❧❡✐'$♦❝❡♥❡✲❍♦❧♦❝❡♥❡
✈♦❧❝❛♥✐❝ ❛❝$✐✈✐$② ❤❛' ❢♦#♠❡❞ $✇♦ '❝♦#✐❛ ❝♦♥❡' ✐♥'✐❞❡ $❤❡ ❝❛❧❞❡#❛✱ ▼♦✉♥$ ❖♠❜✉' ❛♥❞
❨❛'✉# ♦♥ $❤❡ '♦✉$❤ ❛♥❞ ✇❡'$ ❡❞❣❡' ♦❢ $❤❡ ❨❡♥❦❛❤❡ #❡'✉#❣❡♥$ ❜❧♦❝❦ #❡'♣❡❝$✐✈❡❧②✳
❚❤❡'❡ ❡❞✐✜❝❡' ✇❡#❡ ❜✉✐❧$ ❢#♦♠ ♣②#♦❝❧❛'$✐❝ ❛♣#♦♥ ❡❥❡❝$❡❞ ❞✉#✐♥❣ $❤❡ ❡①♣❧♦'✐♦♥'✳ ❚❤❡
♦♥❧② ❡✛✉'❡❞ ❧❛✈❛ ✢♦✇' ❝♦♠✐♥❣ ❢#♦♠ $❤❡ ❨❛'✉# ❛❝$✐✈✐$②✱ $❤❡ ❧❛'$ ♣#♦❜❛❜❧② ♦❝❝✉##✐♥❣
✐♥ ✶✽✼✽✱ ❛#❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ $❤❡ '♦✉$❤✲❡❛'$❡#♥ ♣❛#$ ♦❢ $❤❡ ❙✐✇✐ ❝❛❧❞❡#❛ ✭❆✉❜❡#$ ❞❡ ❧❛ ❘[❡✱
✶✾✻✵✮✳ ❚❤❡ ♥♦#$❤✲✇❡'$❡#♥ ♣❛#$ ♦❢ $❤❡ ❝❛❧❞❡#❛✱ ♥❛♠❡❞ $❤❡ ❙✐✇✐ ♣❧❛✐♥✱ ✐' ✜❧❧❡❞ ✇✐$❤ ❛'❤✳
❚❤❡ ♣#❡'❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ❢♦#♠❡# ❙✐✇✐ ▲❛❦❡ ❛♥❞ '❡✈❡#❛❧ #✐✈❡#' ❝♦♠✐♥❣ ❢#♦♠ ♥❡✐❣❤❜♦✉#✐♥❣
#❡❧✐❡❢' ♠❛❦❡' $❤✐' ❛#❡❛ ❛ ③♦♥❡ ♦❢ ❛❧❧✉✈✐❛❧ ✜❧❧✐♥❣✳
✶✻✼
❋✐❣✳ ✶ ✿ ●❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣ ♦❢ /❤❡ 1♦✉/❤✲❡❛1/❡4♥ ♣❛4/ ♦❢ ❚❛♥♥❛ ✐1❧❛♥❞ ✭❙♦✉/❤ ❱❛♥✉❛/✉✮
♠♦❞✐✜❡❞ ❢4♦♠ ❈❛4♥❡② ❛♥❞ ▼❛❝❋❛4❧❛♥❡ ✭✶✾✼✾✮✳ ❚❤❡ ♣♦1✐/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❛44❛②1 ❛4❡ ✐♥❞✐✲
❝❛/❡❞ ❜② /4✐❛♥❣❧❡1✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡/4② ♦❢ ❨✵✺ ❛44❛② ✐1 ♣❧♦//❡❞ ♦♥ /❤❡ ✉♣♣❡4 4✐❣❤/✳ ✵✲✺
❝♦44❡1♣♦♥❞ /♦ ✈❡4/✐❝❛❧ 1❡♥1♦41✱ ✻ ❝♦44❡1♣♦♥❞1 /♦ ❛ ✸✲❝♦♠♣♦♥❡♥/ 1❡♥1♦4✳
✶✻✽
❙!❆❈ ❛♥❞ ❢✲❦ ♠❡,❤♦❞/
❚❤❡ ❙$❆❈ ❛♥❞ ❢✲❦ -❡❝❤♥✐0✉❡2 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉2❡❞ -♦ ❞❡-❡6♠✐♥❡ -❤❡ ❛✉-♦✲❝♦66❡❧❛-✐♦♥
❛♥❞ ❞✐2♣❡62✐♦♥ ❝✉6✈❡2 ♦❢ -❤❡ 2✉6❢❛❝❡ ✇❛✈❡2 ❢♦6 ❡❛❝❤ ❛66❛②✳
❚❤❡ ♣6✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ -❤❡ ❙$❆❈ -❡❝❤♥✐0✉❡ ✐2 ❜❛2❡❞ ♦♥ ❆❦✐ ✭✶✾✺✼✮✳ ❚❤❡ 2♣❛-✐❛❧ ❛✉-♦✲
❝♦66❡❧❛-✐♦♥ ❢✉♥❝-✐♦♥ ❜❡-✇❡❡♥ -✇♦ 2❡♥2♦62 ✐2 ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿
C(ξ) =
1
T
∫ T
0
υ0(t)υξ(t)dt ✭✶✮
✇❤❡6❡ υ0 ❛♥❞ υξ ❛6❡ -❤❡ 2✐❣♥❛❧2 6❡❝♦6❞❡❞ ❞✉6✐♥❣ ❚ 2❡❝♦♥❞2 ❛- -✇♦ 2-❛-✐♦♥2 2❡♣❛6❛-❡❞
❜② ❛ ❞✐2-❛♥❝❡ ξ✳ ■❢ -❤❡ 2✐❣♥❛❧2 ❛6❡ ✜❧-❡6❡❞ ✐♥ ❛ ♥❛66♦✇ ❢6❡0✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ❛6♦✉♥❞ ω✱ -❤❡
❛✉-♦✲❝♦66❡❧❛-✐♦♥ 6❛-✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣6❡22❡❞ ❛2✿
ρ(ξ, ω) =
C(ξ, ω)
C(0, ω)
✭✷✮
❚❤✐2 6❛-✐♦ ✐2 ❝♦♠♣✉-❡❞ ❢♦6 ❛❧❧ ♣❛✐62 ♦❢ 2❡✐2♠♦♠❡-❡62✳ ❋♦6 ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐2-❛♥❝❡ ξ✱ ❆❦✐
✭✶✾✺✼✮ ❞❡♠♦♥2-6❛-❡❞ -❤❛- -❤❡ ❛③✐♠✉-❤❛❧ ❛✈❡6❛❣❡ ♦❢ ρ(ξ, ω) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿
ρ(ξ, ω0) = J0
(
ω0ξ
c(ω0)
)
✭✸✮
✇✐-❤ J0 -❤❡ ❇❡22❡❧ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ ③❡6♦ ♦6❞❡6 ❛♥❞ ❝✭ω0✮ -❤❡ ♣❤❛2❡ ✈❡❧♦❝✐-② ♦❢ ✇❛✈❡2 ✐♥ -❤❡
♠❡❞✐✉♠ ❢♦6 -❤❡ ♣✉❧2❛-✐♦♥ ω0✱ ✐✳❡✳ -❤❡ ❞✐2♣❡62✐♦♥ ❝✉6✈❡✳ ●❡♥❡6❛❧❧② ✉2❡❞ ♦♥ ❝✐6❝✉❧❛6
❛66❛②2✱ -❤❡ ❢♦6♠✉❧❛ ✇❛2 ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❇❡--✐❣ ❡- ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ -♦ ❛❞❛♣- -❤❡ ❙$❆❈ ♠❡-❤♦❞
-♦ ✐66❡❣✉❧❛6 ❛66❛②2✳
❚❤❡ ❛✉-♦✲❝♦66❡❧❛-✐♦♥ 6❛-✐♦2 ❛6❡ ❝❛❧❝✉❧❛-❡❞ ♦♥ -❤❡ 6❛✇ 2✐❣♥❛❧2 ❝✉- ✐♥ 2♠❛❧❧❡6 -✐♠❡
✇✐♥❞♦✇2✳ ❚❤✉2✱ ❢♦6 ❡❛❝❤ -✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✱ ❡❛❝❤ ❢6❡0✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ❛♥❞ ❡❛❝❤ 6❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐2✲
-❛♥❝❡✱ ❛♥ ❛③✐♠✉-❤❛❧ ❛✈❡6❛❣❡ ♦❢ -❤❡ ❛✉-♦✲❝♦66❡❧❛-✐♦♥ 6❛-✐♦ ✐2 ❝♦♠♣✉-❡❞✳
❚❤❡ ❢✲❦ ♠❡-❤♦❞ ✇❛2 ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▲❛❝♦22 ❡- ❛❧✳ ✭✶✾✻✾✮✳ ❚❤❡ ❋♦✉6✐❡6 -6❛♥2❢♦6♠
✐2 ❝❛❧❝✉❧❛-❡❞ ❢♦6 ❡❛❝❤ 2✐❣♥❛❧ 6❡❝♦6❞❡❞ ❜② ❡❛❝❤ 2❡♥2♦6 ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣♦2❡2 -❤❡ ❛66❛②✳
❚❤✐2 -❡❝❤♥✐0✉❡ ❛22✉♠❡2 ❤♦6✐③♦♥-❛❧ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡2 ♣6♦♣❛❣❛-❡ -❤6♦✉❣❤ -❤❡ ❛66❛②✳ ■❢ ✇❡
❝♦♥2✐❞❡6 ❛ ✇❛✈❡ ✇✐-❤ ❛ ❢6❡0✉❡♥❝② ❢✱ ❛ ❞✐6❡❝-✐♦♥ ♦❢ ♣6♦♣❛❣❛-✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ✈❡❧♦❝✐-② ❝✱ -❤❡
6❡❧❛-✐✈❡ ❛66✐✈❛❧ -✐♠❡2 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉-❡❞ ❢♦6 ❡❛❝❤ 2❡♥2♦6 ❛♥❞ -❤❡ ♣❤❛2❡2 ❛6❡ 2❤✐❢-❡❞
❛❝❝♦6❞✐♥❣ -♦ -❤❡ -✐♠❡ ❞❡❧❛②2✳ ❚❤❡ ❛66❛② ♦✉-♣✉- ✐2 ❞❡✜♥❡❞ ❛2 -❤❡ ❡♥❡6❣② ♦❢ 2❤✐❢-❡❞
✶✻✾
 ✐❣♥❛❧  ✉♠♠❛(✐♦♥ ✐♥ (❤❡ ❢-❡.✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ■❢ (❤❡ ✇❛✈❡ ❛-❡ ❡✛❡❝(✐✈❡❧② ♣-❡ ❡♥( ♦♥ (❤❡
-❡❝♦-❞✐♥❣ ✱ ❛❧❧  ✐❣♥❛❧ ❛-❡  ✉♠♠❡❞ ❝♦♥ (-✉❝(✐✈❡❧② ❛♥❞ (❤❡ ❡♥❡-❣② ✐ ❤✐❣❤✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛(✐♦♥
♦❢ (❤❡ ❧♦❝❛❧ -❡ ♣♦♥ ❡ ♠❛①✐♠❛ ✐♥ (❤❡ ♣❧❛♥❡ ✭❦x✱❦y✮ ✲ ✭❦x ❛♥❞ ❦y (❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡- ❛❧♦♥❣
(❤❡ ❳ ❛♥❞ ❨ ❤♦-✐③♦♥(❛❧ ❛①❡ -❡ ♣❡❝(✐✈❡❧②✮ ✲ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡ (✐♠❛(❡ ♦❢ (❤❡ ✈❡❧♦❝✐(② ❛♥❞
(❤❡ ❛③✐♠✉(❤ ♦❢ (❤❡ ✇❛✈❡ (-❛✈❡❧❧✐♥❣ ❛❝-♦  (❤❡ ❛--❛② ❢♦- (❤❡ ❢-❡.✉❡♥❝② ❝♦♥ ✐❞❡-❡❞✳
❈❛♣♦♥ ✭✶✾✻✾✮ ❜-♦✉❣❤(  ♦♠❡ ✐♠♣-♦✈❡♠❡♥( (♦ (❤❡ ❢✲❦ ♠❡(❤♦❞ (♦ ♦❜(❛✐♥ (❤❡ ❤✐❣❤✲
-❡ ♦❧✉(✐♦♥ ❢-❡.✉❡♥❝②✲✇❛✈❡♥✉♠❜❡- ♠❡(❤♦❞✳ ❍❡ ❛❞❞❡❞ ❛ ✇❡✐❣❤(✐♥❣ ❢♦- ❡❛❝❤  ❡♥ ♦-
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♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥  ❤❡ ,❡✐,♠✐❝ ✈❡❧♦❝✐ ✐❡,✱ ♠❛❦✐♥❣  ❤❡♠ ❧♦✇❡&✳
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 ❤❡ ❨❛,✉& ✈♦❧❝❛♥✐❝ ❡❞✐✜❝❡✳ ❙✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐ ✐❡, ♦❜ ❛✐♥❡❞ ❢♦&  ❤❡ ✇❤♦❧❡ ✶❉ ♠♦❞❡❧ ❛&❡
❞✐, &✐❜✉ ❡❞ ✐♥  ❤❡ ,❛♠❡ &❛♥❣❡ ❛, ❢♦& ❛&&❛②, ❨✵✸✱ ❨✵✹✱ ❨✵✻ ❛♥❞ ❨✵✼✳ S✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐✲
 ✐❡, ❛&❡ ❛❧♠♦, ,✐♠✐❧❛& ❢♦&  ❤❡  ✇♦ ❧❛②❡&, ❜✉  ❤❡ ❤❛❧❢✲,♣❛❝❡ ♣&❡,❡♥ , ❛ ❧♦✇❡& ✈❡❧♦❝✐ ②✳
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,✐♦♥ ♦❢ ❤②❞!♦,❤❡!♠❛❧ ✢✉✐❞' ✐♥ ,❤❡ ❡❞✐✜❝❡ ♠❛② ❜❡ ❛, ,❤❡ ♦!✐❣✐♥ ♦❢ ,❤❡ ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐,✐❡'
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❉✳✱ ✷✵✵✶✳ ❆♥❛❧②0✐0 ♦❢ ❞❡♥0❡ ❛33❛② ♥♦✐0❡ ♠❡❛0✉3❡♠❡♥20 ✉0✐♥❣ 2❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❙♣❛2✐❛❧
❆✉2♦✲❈♦33❡❧❛2✐♦♥ ♠❡2❤♦❞ ✭❙Q❆❈✮ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥ 2♦ 2❤❡ ●3❡♥♦❜❧❡ ❛3❡❛✳ ❇♦❧❧❡11✐♥♦ ❞✐
●❡♦✜6✐❝❛ ❚❡♦3✐❝❛ ❡❞ ❆♣♣❧✐❝❛1❛ ✱ ✹✷ ✱ ✷✽✶✕✸✵✹✳
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❈❛♣♦♥✱ ❏✳✱ ✶✾✻✾✳ ❍✐❣❤✲0❡2♦❧✉5✐♦♥ ❢0❡7✉❡♥❝②✲✇❛✈❡♥✉♠❜❡0 2♣❡❝50✉♠ ❛♥❛❧②2✐2✳  !♦❝✳
■❊❊❊ ✱ ✺✼ ✱ ✶✹✵✽✕✶✹✶✽✳
❈❛0♥❡②✱ ❏✳✱ ▼❛❝❋❛0❧❛♥❡✱ ❆✳✱ ✶✾✼✾✳ ●❡♦❧♦❣② ♦❢ ❚❛♥♥❛✱ ❆♥♥❡②5✉♠✱ ❋✉5✉♥❛ ❛♥❞
❆♥✐✇❛✳ ◆❡✇ ❍❡❜!✐❞❡0 ●❡♦❧✳ ❙✉!✈✳ !❡❣✳ ❘❡♣✳✱ ✼✾♣♣✳
❈❤❛♣✉5✱ ▼✳✱ ❋✐♥✐③♦❧❛✱ ❆✳✱ ▲K♥❛5✱ ❏✳✲❋✳ ❝✳✱ ✷✵✵✾✳ ❊5✉❞❡ ❞✉ 2②25N♠❡ ❤②❞0♦5❤❡0♠❛❧
❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❨❛2✉0✲❜❧♦❝ 0K2✉0❣❡♥5 ❞✉ ❨❡♥❦❛❤❡ ✭■❧❡ ❞❡ ❚❛♥♥❛✱ ❱❛♥✉❛5✉✮✳ ❘❛♣♣♦!: ❞❡
▼❛0:❡! ✱ ❯♥✐✈❡02✐5K ❞❡ ❈❧❡0♠♦♥5✲❋❡00❛♥❞✳
❈❤❡♥✱ ❏✳ ❑✳✱ ❚❛②❧♦0✱ ❋✳ ❲✳✱ ❊❞✇❛0❞2✱ ❘✳ ▲✳✱ ❈❤❛♥❣✱ ❍✳✱ ❇✉00✱ ●✳ ❙✳✱ ❙❡♣5❡♠❜❡0
✶✾✾✺✳ ❘❡❝❡♥5 ❡♠❡0❣❡❞ 0❡❡❢ 5❡00❛❝❡2 ♦❢ 5❤❡ ❨❡♥❦❛❤❡ 0❡2✉0❣❡♥5 ❜❧♦❝❦✱ ❚❛♥♥❛✱ ❱❛♥✉❛5✉ ✿
✐♠♣❧✐❝❛5✐♦♥2 ❢♦0 ✈♦❧❝❛♥✐❝✱ ❧❛♥❞2❧✐❞❡ ❛♥❞ 52✉♥❛♠✐ ❤❛③❛0❞2✳ ❏✳ ●❡♦❧✳✱ ✶✵✸ ✭✺✮✱ ✺✼✼✕✺✾✵✳
❈❤❡✈❛❧❧✐❡0✱ ▲✳✱ ❇❛❝❤N❧❡0②✱ ✳^✱ ✶✾✽✶✳ ❊✈♦❧✉5✐♦♥ 250✉❝5✉0❛❧❡ ❞✉ ✈♦❧❝❛♥ ❛❝5✐❢ ❞✉ ^✐5♦♥
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✶✵✶ ✱ ✸✶✸✾✕✸✶✺✻✳
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✳^✱ ✷✵✵✽✳ ❈0✉25❛❧ 250✉❝5✉0❡ ❜❡❧♦✇ ^♦♣♦❝❛5K♣❡5❧ ✈♦❧❝❛♥♦ ✭▼❡①✐❝♦ ❢0♦♠ ❛♥❛❧②2✐2 ♦❢
❘❛②❧❡✐❣❤ ✇❛✈❡2✳ ❏✳ ❱♦❧❝❛♥♦❧✳ ●❡♦:❤❡!♠✳ ❘❡0✳✱ ✶✼✵ ✱ ✺✕✶✶✳
❉❡ ▲✉❝❛✱ ●✳✱ ❋✐❧✐♣♣✐✱ ▲✳✱ ^❛5❛♥N✱ ●✳✱ ❙❝❛0♣❛✱ ❘✳✱ ❱✐♥❝✐❣✉❡00❛✱ ❙✳✱ ✶✾✾✼✳ ❚❤0❡❡✲
❞✐♠❡♥2✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐5② 250✉❝5✉0❡ ❛♥❞ 2❡✐2♠✐❝✐5② ♦❢ ▼5✳ ❊5♥❛ ✈♦❧❝❛♥♦✱ ■5❛❧②✳ ❏✳ ❱♦❧❝❛♥♦❧✳
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❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ●❡♦♣❤②)✐❝) ✱ ✶✺✼ ✱ ✶✻✹✸✕✶✻✻✶✳
❋❡11❛③③✐♥✐✱ ❱✳✱ ❆❦✐✱ ❑✳✱ ❈❤♦✉❡+✱ ❇✳✱ ✶✾✾✶✳ ❈❤❛1❛❝+❡1✐-+✐❝- ♦❢ -❡✐-♠✐❝ ✇❛✈❡- ❝♦♠✲
♣♦-✐♥❣ ❤❛✇❛✐✐❛♥ ✈♦❧❝❛♥✐❝ +1❡♠♦1 ❛♥❞ ❣❛-✲♣✐-+♦♥ ❡✈❡♥+- ♦❜-❡1✈❡❞ ❜② ❛ ♥❡❛1✲-♦✉1❝❡
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❇✳✱ ▼♦❝♦❝❤❛✐♥✱ ▲✳✱ ❙♦1+✐♥♦✱ ❋✳✱ ✷✵✵✻✳ ❍②❞1♦❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥-✐❣❤+- ❛+ ❙+1♦♠❜♦❧✐ ✈♦❧❝❛♥♦
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❍❡11♠❛♥♥✱ ❘✳✱ ✶✾✽✼✳ ❈♦♠♣✉+❡1 ♣1♦❣1❛♠- ✐♥ -❡✐-♠♦❧♦❣②✱ ;❤✳❉✳ ❚❤❡-✐-✱ ❙❛✐♥+
▲♦✉✐- ❯♥✐✈❡1-✐+②✱ ❙❚✳ ▲♦✉✐-✱ ▼❖✳
▲❛ ❘♦❝❝❛✱ ▼✳✱ ;❡+1♦-✐♥♦✱ ❙✳✱ ❙❛❝❝♦1♦++✐✱ ●✳✱ ❙✐♠✐♥✐✱ ▼✳✱ ■❜❛♥❡③✱ ❏✳✱ ❆❧♠❡♥❞1♦-✱
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❞❡"❛.✳ ❇✉❧❧✳ ❱♦❧❝❛♥♦❧✳ ✼✷ ✱ ✶✸✶✕✶✹✼✳
▼C;❛①✐❛♥✱ ❏✳✲F✳✱ ▲❡.❛❣❡✱ F✳✱ ❉♦"❡❧✱ ❏✳✱ ✶✾✾✼✳ F❡"♠❛♥❡♥; ;"❡♠♦" ♦❢ ▼❛.❛②❛ ✈♦❧❝❛♥♦✱
◆✐❝❛"❛❣✉❛ ✿ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞ ❛♥❛❧②.✐. ❛♥❞ .♦✉"❝❡ ❧♦❝❛;✐♦♥✳ ❏✳ ●❡♦♣❤②1✳ ❘❡1✳ ✶✵✷ ✭❇✶✵✮✱
✷✷✺✷✾✕✷✷✺✹✺✳
▼C;"✐❝❤✱ ◆✳✱ F✳ ❆❧❧❛"❞✱ ❆✳ ❆✐✉♣♣❛✱ F✳ ❇❛♥✐✱ ❆✳ ●❡";❛❣♥✐♥✐✱ ❍✳ ❙❤✐♥♦❤❛"❛✱ ❋✳ F❛✲
"❡❧❧♦✱ ❆✳ ❉✐ ▼✉"♦✱ ❊✳ ●❛"❛❡❜✐;✐✱ ❖✳ ❇❡❧❤❛❞❥✱ ❛♥❞ ❉✳ ▼❛..❛"❡✱ ✷✵✶✶✳ ▼❛❣♠❛ ❛♥❞ ✈♦✲
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❞❡ ❙✐✇✐✳ ❈❡. ♠♦❞a❧❡. ❞❡ ✈✐"❡..❡ ♦♥" ❡♥.✉✐"❡ X"X ❡①"1❛♣♦❧X. .♣❛"✐❛❧❡♠❡♥" ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥
❞❡. ✐♥❢♦1♠❛"✐♦♥. ❛♣♣♦1"X❡. ♣❛1 ❧❛ ❣X♦❧♦❣✐❡ ❞❡ .✉1❢❛❝❡ ❡" ❛..♦❝✐X. b ✉♥ ♠♦❞a❧❡ ♥✉✲
♠X1✐Y✉❡ ❞❡ "❡11❛✐♥✳ ❈❡""❡ ❛♣♣1♦❝❤❡ ❛ ❝♦♥❞✉✐" b ❧✬X❧❛❜♦1❛"✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞a❧❡ ❞❡ ✈✐"❡..❡
✸✲❉ ❞❡ ❧❛ ."1✉❝"✉1❡ .✉♣❡1✜❝✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✈♦❧❝❛♥✐Y✉❡ ❛❝"✐❢ ❞❡ ❚❛♥♥❛✱ ❥✉.Y✉✬b ✷✵✵
♠a"1❡. ❞❡ ♣1♦❢♦♥❞❡✉1 .♦✉. ❧❛ .✉1❢❛❝❡✱ ♣❧✉. 1X❛❧✐."❡ Y✉❡ ❝❡✉① ♦❜"❡♥✉. ❥✉.Y✉✬b ♣1X.❡♥"
❛✈❡❝ ❧✬✉"✐❧✐.❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠X"❤♦❞❡ ❙E❆❈✱ ❝❡. ❞❡1♥✐❡1. .❡ "1❛❞✉✐.❛♥" ❣X♥X1❛❧❡♠❡♥" ♣❛1
✉♥ ♠♦❞a❧❡ ❞❡ ✈✐"❡..❡ ❤♦♠♦❣a♥❡ ❞❡ ❧❛ ."1✉❝"✉1❡ ✈♦❧❝❛♥✐Y✉❡✳ ▲❡ ♠♦❞a❧❡ ❞❡ ✈✐"❡..❡
✸✲❉ ❝♦♥."1✉✐" ♣♦✉1 ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✈♦❧❝❛♥✐Y✉❡ ❞❡ ❚❛♥♥❛ ♠❡" ❡♥ X✈✐❞❡♥❝❡ Y✉❛"1❡ ③♦♥❡.
❞✐."✐♥❝"❡.✳ ▲❛ ♣1❡♠✐a1❡ ③♦♥❡✱ ❝♦11❡.♣♦♥❞❛♥" ❛✉① ❜♦1❞. ✐♥"❡1♥❡. ❡" ❡①"❡1♥❡. ❞❡ ❧❛
❝❛❧❞❡✐1❛ ❞❡ ❙✐✇✐✱ ♠♦♥"1❡ ❧❛ .✉♣❡1♣♦.✐"✐♦♥ ❞❡. ❞❡✉① .XY✉❡♥❝❡. ❞✬✐❣♥✐♠❜1✐"❡.✱ ❞❡ ✶✺ b
✸✵ ♠ ❞✬X♣❛✐..❡✉1 ♣♦✉1 ❧❛ ♣❧✉. .✉♣❡1✜❝✐❡❧❧❡ ✭❧❡. ✐❣♥✐♠❜1✐"❡. ❞❡ ❙✐✇✐✮ ❡" ❞❡ ✸✵ b ✶✵✵
♠ ❞✬X♣❛✐..❡✉1 ♣♦✉1 ❧❛ .❡❝♦♥❞❡ ✭❧❡. ❖❚■✮✱ 1❡♣♦.❛♥" .✉1 ❧❡. ✢❛♥❝. ❞✬✉♥ ❛♥❝✐❡♥ ✈♦❧❝❛♥
✭❊❚❱✮ ❬❝❢✳ ❈❤❛♣✐"1❡ ■■❪✳ ❈❡""❡ 1X❣✐♦♥ ❡." ❝❛1❛❝"X1✐.X❡ ❡♥ ♣1♦❢♦♥❞❡✉1 ♣❛1 ❞❡. ✈✐"❡..❡.
VP .✉♣X1✐❡✉1❡. b ✷ ✵✵✵ ♠✴.✳ ▲❛ .❡❝♦♥❞❡ ❝♦♠♣1❡♥❞ ❧❛ ③♦♥❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡♠❡♥" ♦❝❝✉♣X ♣❛1
✶✾✸
❧❡ ❧❛❝ ❞❡ ❙✐✇✐✳ ❈❡**❡ +,❣✐♦♥✱ ❝❛+❛❝*,+✐1,❡ ♣❛+ ✉♥❡ ✐♠♣♦+*❛♥*❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥❞+❡1
❡* ❞✬❛❧❧✉✈✐♦♥1✱ ♠♦♥*+❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡1 ✈✐*❡11❡1 1✐1♠✐9✉❡1 ❡♥ ♣❛+*✐❡ ❧✐,❡1 : ❧❛ ♣+,1❡♥❝❡ ❞✬✉♥
❛9✉✐❢;+❡ ♣❡✉ ♣+♦❢♦♥❞✳ ▲❡1 ❞❡✉① ❞❡+♥✐;+❡1 ③♦♥❡1 1♦♥* ❞,✜♥✐❡1 ♣❛+ ❧❡ ❜❧♦❝ +,1✉+❣❡♥*
❞✉ ❨❡♥❦❛❤❡ ❡* ❧❡ ❝C♥❡ ❞❡ 1❝♦+✐❡1 ❞✉ ❨❛1✉+✳ ▲❡ ❜❧♦❝ +,1✉+❣❡♥* ❞✉ ❨❡♥❦❛❤❡ 1❡♠❜❧❡
♣+,1❡♥*❡+ ❧❛ ♠D♠❡ 1*+✉❝*✉+❡ 9✉❡ ❧❡1 ❜♦+❞1 ❞❡ ❧❛ ❝❛❧❞❡✐+❛✱ ❝✬❡1*✲:✲❞✐+❡ ✉♥❡ 1✉♣❡+♣♦✲
1✐*✐♦♥ ❞❡1 ❞❡✉① ✉♥✐*,1 ❞✬✐❣♥✐♠❜+✐*❡1 ✭❖❚■ ❡* ✐❣♥✐♠❜+✐*❡1 ❞❡ ❙✐✇✐✮ +❡♣♦1❛♥* 1✉+ ✉♥
1♦❝❧❡ ✈♦❧❝❛♥✐9✉❡ ♣❧✉1 ❛♥❝✐❡♥✳ ▲❡ ❝C♥❡ ❞✉ ❨❛1✉+ ♠♦♥*+❡ 9✉❛♥* : ❧✉✐ ✉♥❡ 1*+✉❝*✉+❡ 9✉✐
1❡♠❜❧❡ D*+❡ ❧✐,❡ : 1♦♥ ,❞✐✜❝❛*✐♦♥✳ ▼❛❧❣+, ✉♥❡ ❣,♦♠,*+✐❡ ❞✐✛,+❡♥*❡ ❞❡ ❧❡✉+ 1*+✉❝*✉+❡✱
❝❡1 ❞❡✉① ♦❜❥❡*1 ✈♦❧❝❛♥✐9✉❡1 ♣+,1❡♥*❡♥* ❞❡ ❢❛✐❜❧❡1 ✈✐*❡11❡1 1✐1♠✐9✉❡1 ❡♥ ❝♦♠♣❛+❛✐1♦♥
❞❡ ❝❡❧❧❡1 ♦❜*❡♥✉❡1 1✉+ ❧❡1 ❜♦+❞1 ❞❡ ❧❛ ❝❛❧❞❡✐+❛✳ ❈❡1 ❢❛✐❜❧❡1 ✈✐*❡11❡1 1❡♠❜❧❡♥* D*+❡ ❧✐,❡1
: ❧❛ ♣+,1❡♥❝❡ ❞✬✉♥ 1②1*;♠❡ ❤②❞+♦*❤❡+♠❛❧ *+;1 ❛❝*✐❢ 1❡ ♠❛♥✐❢❡1*❛♥* ♣❛+ ❡♥❞+♦✐* : ❧❛
1✉+❢❛❝❡ 1♦✉1 ❢♦+♠❡ ❞❡1 ❢✉♠❡+♦❧❧❡ ♦✉ ❞❡1 ③♦♥❡1 ❢♦+*❡♠❡♥* ❛❧*,+,❡1 ✭③♦♥❡1 ❛+❣✐❧❡✉1❡1✮✳
▲❡1 +,1❡❛✉① 1,❧❡❝*✐♦♥♥,1 ♣♦✉+ ❝❡**❡ ,*✉❞❡ ♥❡ +❡❝♦✉✈+❡♥* ♣❛1 ❧✬❡♥1❡♠❜❧❡ ❞✉ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ ✈♦❧❝❛♥✐9✉❡✳ O❧✉1✐❡✉+1 ③♦♥❡1✱ ❞,✜♥✐❡1 ♣❛+ ❞❡1 ❢♦+♠❛*✐♦♥1 ❣,♦❧♦❣✐9✉❡1 ❞✐1*✐♥❝*❡1
❞✉ +❡1*❡ ❞❡ ❧❛ 1*+✉❝*✉+❡✱ ♥✬♦♥* ❞♦♥❝ ♣✉ D*+❡ ♣+✐1❡1 ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❞❛♥1 ❧❛ ❝♦♥1*+✉❝*✐♦♥
❞✉ ♠♦❞;❧❡ ❞❡ ✈✐*❡11❡ ✸✲❉✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❧❡ ♠♦❞;❧❡ ♥❡ ♣+❡♥❞ ♣❛1 ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❧❛ ♣❛+*✐❡
1✉❞✲♦✉❡1* ❞❡ ❧❛ ❝❛❧❞❡✐+❛ ♦S ❞❡ ♥♦♠❜+❡✉① ,♣❛♥❝❤❡♠❡♥*1 ❞❡ ❧❛✈❡ 1❡ 1♦♥* ♠✐1 ❡♥ ♣❧❛❝❡
✭❆✉❜❡+* ❞❡ ❧❛ ❘V❡✱ ✶✾✻✵ ❀ ❈❛+♥❡② ❡* ▼❛❝❋❛+❧❛♥❡✱ ✶✾✼✾✮✳ ▲❡ ♠♦❞;❧❡ ❞❡ ✈✐*❡11❡ ♥✬✐♥✲
❝❧✉* ♣❛1 ,❣❛❧❡♠❡♥* ❧❡ ❝C♥❡ ❞✉ ▼♦♥* ❖♠❜✉1 9✉✐ 1✬❡1* ,❞✐✜, : ❧❛ ❧✐♠✐*❡ 1✉❞ ❞✉ ❜❧♦❝
+,1✉+❣❡♥* ❞✉ ❨❡♥❦❛❤❡✳ ▲❡ ♠❛♥9✉❡ ❞❡ ❞♦♥♥,❡1 ♣♦✉+ ❝❡1 ❞❡✉① ③♦♥❡1 ♥♦✉1 ❛ ❝♦♥*+❛✐♥*1
: ❧❡✉+ ❛11✐❣♥❡+ ❧❡ ♠♦❞;❧❡ ❞❡ ✈✐*❡11❡ ♦❜*❡♥✉ ♣♦✉+ ❧✬❛♥*❡♥♥❡ ❧❛ ♣❧✉1 ♣+♦❝❤❡✳ ❉❡ ❝❡
❢❛✐*✱ ❧❡1 ,♣❛♥❝❤❡♠❡♥*1 ❞❡ ❧❛✈❡ ♦♥* ,*, ❛11✐❣♥,1 ❛✉① ♠♦❞;❧❡1 ❞❡ ✈✐*❡11❡ ❝❛❧❝✉❧,1 ❛✉①
❛♥*❡♥♥❡1 ❨✵✸ ❡* ❨✵✹ ❡* ❧❡ ▼♦♥* ❖♠❜✉1 ❛✉ ♠♦❞;❧❡ ❡1*✐♠, : ❨✵✸✳ ❉✬❛✉*+❡1 ❛1♣❡❝*1✱
*❡❧1 9✉❡ ❧❡1 ✈❛+✐❛*✐♦♥1 ❞✬,♣❛✐11❡✉+ ❞❡1 ❞,♣C*1 ❛✉ 1❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ♠D♠❡ ③♦♥❡ ❛✐♥1✐ 9✉❡ ❧❡1
✈❛+✐❛*✐♦♥1 1♣❛*✐❛❧❡1 ❞✉ 1②1*;♠❡ ❤②❞+♦*❤❡+♠❛❧✱ ♥❡ 1♦♥* ♣❛1 ♣+✐1 ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❞❛♥1 ❧❡
♠♦❞;❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡* ❧❛ ③♦♥❡ ❛❧❧✉✈✐❛❧❡ ♣+,1❡♥*❡ ♣+♦❜❛❜❧❡♠❡♥* ❞❡1 ✈❛+✐❛*✐♦♥1 ❞✬,♣❛✐11❡✉+
❞❡ ❝❡♥❞+❡1✱ ❛✈❡❝ ❞❡1 ,♣❛✐11❡✉+1 ♣❧✉1 ✐♠♣♦+*❛♥*❡1 : ❧❛ ❜❛1❡ ❞✉ ❝C♥❡ ❞✉ ❨❛1✉+ 9✉✐
❞,❝+♦✐11❡♥* ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐1*❛♥❝❡✳ ❖+ ❝❡**❡ ③♦♥❡ ♥✬❡1* ❝❛+❛❝*,+✐1,❡ ❞❛♥1 ❧❡ ♠♦❞;❧❡ ✸✲❉ 9✉❡
♣❛+ ✉♥ ✉♥✐9✉❡ ♣+♦✜❧ ✶✲❉ ✭❨✶✸✮ ❝♦++❡1♣♦♥❞❛♥* : ❧❛ 1*+✉❝*✉+❡ : ❧❛ ❜❛1❡ ❞✉ ❨❛1✉+✳ ▲❡
1②1*;♠❡ ❤②❞+♦*❤❡+♠❛❧✱ ♠✐1 ❡♥ ,✈✐❞❡♥❝❡ ❛✉ 1❡✐♥ ❞✉ ❜❧♦❝ +,1✉+❣❡♥* ❞✉ ❨❡♥❦❛❤❡ ❡* ❞✉
❝C♥❡ ❞✉ ❨❛1✉+✱ ♥❡ ♠♦♥*+❡ ♣❛1 ✉♥❡ +,♣❛+*✐*✐♦♥ ❣,♦❣+❛♣❤✐9✉❡ ❝♦♥1*❛♥*❡✳ ❈❤❛♣✉* ❡*
✶✾✹
❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ♦♥* ♠♦♥*,- .✉❡ ❧❡ 1②1*3♠❡ ❤②❞,♦*❤❡,♠❛❧ ♣♦✉✈❛✐* 1❡ ♠❛♥✐❢❡1*❡, ❡♥ 1✉,❢❛❝❡
✈✐❛ ❞❡1 ③♦♥❡1 ❞❡ ❢,❛❝*✉,❡1 ♦✉ ❜✐❡♥ =*,❡ 1❝❡❧❧- ❡♥ ♣,♦❢♦♥❞❡✉,✳ ▲❡1 ✈❛,✐❛*✐♦♥1 ❞❡ ❧✬❛❝*✐✲
✈✐*- ❞✉ 1②1*3♠❡ ❤②❞,♦*❤❡,♠❛❧ ♣❡✉✈❡♥* ✐♥✢✉❡, 1✉, ❧❡1 ✈✐*❡11❡1 1✐1♠✐.✉❡1✳ ❈❡* ❛1♣❡❝*
♥✬❛♣♣❛,❛C* ♣❛1 1✉, ❧❡ ♠♦❞3❧❡ ❞❡ ✈✐*❡11❡ ✸✲❉ ♣✉✐1.✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉ ❨❡♥❦❛❤❡ ❡* ❧❡
❝I♥❡ ❨❛1✉, ♥❡ 1♦♥* ❛11✐❣♥-1 .✉✬K ✉♥ 1❡✉❧ ♣,♦✜❧ ❞❡ ✈✐*❡11❡ ✶✲❉ ❝❤❛❝✉♥ ✭❨✶✵ ❡* ❨✵✺
,❡1♣❡❝*✐✈❡♠❡♥*✮✳
❆✜♥ ❞✬❛♠-❧✐♦,❡, ❧❛ 1*,✉❝*✉,❡ 1✉♣❡,✜❝✐❡❧❧❡ ❞✉ ❨❛1✉,✱ ✉♥❡ ❛✉*,❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ♠❡✲
1✉,❡ ❞✉ ❜,✉✐* 1✐1♠✐.✉❡ ♣♦✉,,❛✐* =*,❡ ❡♥✈✐1❛❣-❡✳ ▲❡1 1✐*❡1 ❞✬✐♥1*❛❧❧❛*✐♦♥ ❞❡✈,♦♥* =*,❡
1-❧❡❝*✐♦♥♥-1 ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡1 ♠✉❧*✐♣❧❡1 ❝♦♥♥❛✐11❛♥❝❡1 1✉, ❧❛ 1*,✉❝*✉,❡ ❛❝.✉✐1❡1 ❧♦,1 ❞❡1
♣,-❝-❞❡♥*❡1 -*✉❞❡1 ❣-♦❧♦❣✐.✉❡1 ❡* ❣-♦♣❤②1✐.✉❡1✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡1 ♠-*❤♦❞❡1 ❙R❆❈
❡* ❢✲❦ 1♦✉1 ●❡♦♣1② ♥❡ ♥-❝❡11✐*❛♥* .✉❡ .✉❡❧.✉❡1 ❤❡✉,❡1 ❞❡ 1✐❣♥❛❧✱ ♣❧✉1✐❡✉,1 ❛❝.✉✐1✐✲
*✐♦♥1 ♣❡✉✈❡♥* =*,❡ ❡♥✈✐1❛❣-❡1 1✉, ❝❤❛.✉❡ ❢♦,♠❛*✐♦♥ ❣-♦❧♦❣✐.✉❡ K ♣❛,*✐, ❞✬✉♥❡ 1❡✉❧❡
❛♥*❡♥♥❡ ❞❡ ❝❛♣*❡✉,1✳ ❯♥ *❡❧ ♣,♦❝-❞- ♣❡,♠❡**,❛✐* ❛❧♦,1 ❞❡ ♠❡**,❡ ❡♥ -✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡1
✈❛,✐❛*✐♦♥1 ❧❛*-,❛❧❡1 ❞✬-♣❛✐11❡✉, ❞❡1 ❝♦✉❝❤❡1 ❛✐♥1✐ .✉❡ ❧❡1 ✈❛,✐❛*✐♦♥1 ❞❡ ✈✐*❡11❡✳
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▲♦❝❛❧✐&❛'✐♦♥ ❞❡& &♦✉,❝❡& &✐&♠♦✲✈♦❧❝❛♥✐0✉❡&
✶ ■♥#$♦❞✉❝#✐♦♥
❉❡♣✉✐% ❧❡% ✷✵ ❞❡*♥✐,*❡% ❛♥♥.❡%✱ ❧❡% ♥♦♠❜*❡✉%❡% .3✉❞❡% *.❛❧✐%.❡% ❡♥ %✐%♠♦❧♦❣✐❡
✈♦❧❝❛♥✐7✉❡ ♦♥3 ♠✐% ❡♥ .✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡①✐%3❛♥3 ❡♥3*❡ ❧❡% %✐❣♥❛✉① %✐%♠✐7✉❡% ❡3 ❧❡%
❞✐✈❡*% ♣*♦❝❡%%✉% ♠❛❣♠❛3✐7✉❡% 7✉✐ %❡ ♣*♦❞✉✐%❡♥3 ❛✉ %❡✐♥ ❞❡% .❞✐✜❝❡%✳ ❊♥ ❡✛❡3✱ ❧❡%
❝✐*❝✉❧❛3✐♦♥% ❞❡ ✢✉✐❞❡% ✲ 7✉✬✐❧ %✬❛❣✐%%❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡% @ ❧✬.3❛3 ❧✐7✉✐❞❡ 3❡❧ 7✉❡ ❧❡ ♠❛❣♠❛✱
♦✉ ❞❡ ✢✉✐❞❡% @ ❧✬.3❛3 ❣❛③❡✉① ✭❈✵2✱ ❙❖2✱ ❍2❖ ♣♦✉* ❧❡% ♣*✐♥❝✐♣❛✉①✮ ✲ ❣.♥,*❡♥3 ❞❡%
♦%❝✐❧❧❛3✐♦♥% ❛✉ %❡✐♥ ❞❡ ❧❛ %3*✉❝3✉*❡ 7✉✐ %❡ ♠❛♥✐❢❡%3❡♥3 %♦✉% ❢♦*♠❡ ❞❡ 3*.♠♦* ♦✉ ❞❡
%✐❣♥❛✉① ▲J✳ ❉✬❛✉3*❡% ♠❛♥✐❢❡%3❛3✐♦♥% %✐%♠✐7✉❡% ❞❡ ❧✬❛❝3✐✈✐3. ✈♦❧❝❛♥✐7✉❡%✱ 3❡❧❧❡% 7✉❡
❧❡% %✐❣♥❛✉① ✈♦❧❝❛♥♦✲3❡❝3♦♥✐7✉❡%✱ %♦♥3 ❧✐.❡% @ ❧❛ ❢*❛❝3✉*❛3✐♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ %♦✉% ❧✬❡✛❡3
❞❡% ✈❛*✐❛3✐♦♥% ❞❡ ❝♦♥3*❛✐♥3❡% ✐♥❞✉✐3❡% ♣❛* ❧✬✐♥❥❡❝3✐♦♥ ❞❡ ♠❛❣♠❛ ❞❛♥% ❧❛ %3*✉❝3✉*❡
✈♦❧❝❛♥✐7✉❡ ♦✉ %♦✉% ❧✬❡✛❡3 ❞❡% ♣❤.♥♦♠,♥❡% ❣*❛✈✐3❛✐*❡% ♣♦✉✈❛♥3 ❛✛❡❝3❡* ❧✬.❞✐✜❝❡✳
❆✉ ❨❛%✉*✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❝♦♥%3❛3. 7✉❡ ❧✬❛❝3✐✈✐3. ✈♦❧❝❛♥✐7✉❡✱ ❞❡ 3②♣❡ %3*♦♠❜♦❧✐❡♥✱
%❡ ♠❛♥✐❢❡%3❡ ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥3 %♦✉% ❢♦*♠❡ ❞✬❡①♣❧♦%✐♦♥% ❞❡ ❜✉❧❧❡% ❞❡ ❣❛③ ❡3 ♣❛* ❧✬.♠✐%✲
%✐♦♥ ❞❡ ♣❡3✐3% ♣❛♥❛❝❤❡% ❞❡ ❝❡♥❞*❡% ❬❝❢✳ ❈❤❛♣✐3*❡ ■■❪✳ ❉❡% .3✉❞❡% ♠❡♥.❡% %✉* ❧✬❛❝3✐✲
✈✐3. %3*♦♠❜♦❧✐❡♥♥❡ ♦♥3 ❡✉ ♣♦✉* ❜✉3 ❞✬✉♥❡ ♣❛*3 ❞❡ ❝♦♠♣*❡♥❞*❡ ❧❡% ❞✐✈❡*% ♣*♦❝❡%%✉%
♠❛❣♠❛3✐7✉❡% @ ❧✬♦*✐❣✐♥❡ ❞❡% ❡①♣❧♦%✐♦♥% ❝②❝❧✐7✉❡% ❝❛*❛❝3.*✐%❛♥3 ❝❡ 3②♣❡ ❞✬❛❝3✐✈✐3.✱ ❡3
❞✬❛✉3*❡ ♣❛*3 ❞❡ ❝♦♠♣*❡♥❞*❡ ❧❛ *❡❧❛3✐♦♥ ❡♥3*❡ ❛❝3✐✈✐3. ♠❛❣♠❛3✐7✉❡ ❡3 ❛❝3✐✈✐3. %✐%✲
♠✐7✉❡✳ ❏❛✉♣❛*3 ❡3 ❱❡*❣♥✐♦❧❧❡ ✭✶✾✽✽✱ ✶✾✽✾✮ ♦♥3 *❡♣*♦❞✉✐3 ❛♥❛❧♦❣✐7✉❡♠❡♥3 ✉♥ ♠♦❞,❧❡
❞✬❛❝3✐✈✐3. ♠❛❣♠❛3✐7✉❡ ♣*♦❞✉✐%❛♥3 ❞❡% ❡①♣❧♦%✐♦♥% ♣.*✐♦❞✐7✉❡% ❞❡ ❜✉❧❧❡% ❞❡ ❣❛③✳ ❈❡
♠♦❞,❧❡ %❡ ❜❛%❡ %✉* ❧❛ ❢♦*♠❛3✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ❞❡ ❣❛③ ♣❛* ❝♦❛❧❡%❝❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦✉%%❡
♠❛❣♠❛3✐7✉❡ ❡♥ ♣*♦❢♦♥❞❡✉*✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ 3♦✐3 ❞✬✉♥ *.%❡*✈♦✐* ♠❛❣♠❛3✐7✉❡✱ %✉✐✈✐ ❞❡
❧✬❛%❝❡♥%✐♦♥ ❡3 ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦%✐♦♥ ❞❡ ❝❡33❡ ❞❡*♥✐,*❡ ❛✉ %♦♠♠❡3 ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ♠❛❣♠❛3✐7✉❡✳
❘✐♣❡♣❡ ❡3 ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ ♦♥3 3❡♥3. ❞❡ *❡♣*♦❞✉✐*❡ ❧✬❡①♣.*✐❡♥❝❡ ❞❡ ❏❛✉♣❛*3 ❡3 ❱❡*❣♥✐♦❧❧❡
✭✶✾✽✽✱ ✶✾✽✾✮ ❛✜♥ ❞❡ *❡❧✐❡* ❝❤❛7✉❡ .3❛♣❡ ❞✉ ♣*♦❝❡%%✉% ♠❛❣♠❛3✐7✉❡ ❛✉ %✐❣♥❛❧ %✐%♠✐7✉❡
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♠❡$❤♦❞ ❝♦♥/✐/$/ ✐♥ ✐♥✈❡%$✐♥❣ $❤❡ ♠♦♠❡♥$ $❡♥/♦% $♦ ♦❜$❛✐♥ /✐♠✉❧$❛♥❡♦✉/❧② $❤❡ /♦✉%❝❡
❧♦❝❛$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ /♦✉%❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐/♠✳ ❚❤✐/ ♠❡$❤♦❞ ❤❛/ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ ❧♦♥❣✲♣❡%✐♦❞
✷✵✶
✭▲"✮ ❛♥❞ ✈❡)②✲❧♦♥❣✲♣❡)✐♦❞ ✭❱▲"✮ ❡✈❡♥23 ❛2 "♦♣♦❝❛25♣❡2❧ ✈♦❧❝❛♥♦ ❬❈❤♦✉❡% ❡% ❛❧✳✱
✷✵✵✺❪✱ ❑✐❧❛✉❡❛ ✈♦❧❝❛♥♦ ❬❖❤♠✐♥❛%♦ ❡% ❛❧✳✱ ✶✾✾✽ ❀ ❑✉♠❛❣❛✐ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❛♥❞ ❊2♥❛ ✈♦❧✲
❝❛♥♦ ❬▲♦❦♠❡1 ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✼ ❀ ❇❡❛♥ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤✐3 ♠❡2❤♦❞ ✐3 ❛♥ ❡✣❝✐❡♥2 2♦♦❧ ❜✉2 ✐2
)❡J✉✐)❡3 2❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ 2❤❡ 3❡✐3♠✐❝ ✈❡❧♦❝✐2② ♠♦❞❡❧ 2♦ 2❛❦❡ ✐♥2♦ ❛❝❝♦✉♥2 2❤❡ ♣)♦♣❛✲
❣❛2✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥ 2❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ●)❡❡♥✬3 ❢✉♥❝2✐♦♥3 ❬❖✬❇1✐❡♥ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❛✱❜ ❀
❈❡4❝❛ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ❡3♣❡❝✐❛❧❧② 2❤❡ ❡✛❡❝23 ❧✐♥❦❡❞ 2♦ 2❤❡ ♥❡❛)✲3✉)❢❛❝❡ ✈♦❧❝❛♥✐❝ 32)✉❝2✉)❡
❬❇❡❛♥ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ▼♦)❡♦✈❡) ✐2 ✐3 ♥♦2 32❛❜❧❡ ❢♦) 3❤♦)2 ✇❛✈❡❧❡♥❣2❤3 ❜❡❝❛✉3❡ 2❤❡② ❛)❡
❛✛❡❝2❡❞ ❜② 3♠❛❧❧✲3❝❛❧❡ ❤❡2❡)♦❣❡♥❡✐2✐❡3 ♣)❡3❡♥2 ✐♥ 2❤❡ 32)✉❝2✉)❡ ❬❈❤♦✉❡% ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✸ ❀
❈❡4❝❛ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♥♦2 ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② 2❤❡ ❝♦♠♣✉2❡❞ ●)❡❡♥✬3 ❢✉♥❝2✐♦♥3✱
2❤❡ ❝♦♠♣✉2❛2✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❣❡♥❡)❛❧❧② ♠❛❞❡ ✉3✐♥❣ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉3 ♦) ✶✲❉ ✈❡❧♦❝✐2② ♠♦❞❡❧
❬▲♦❦♠❡1 ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ■2 ❛❧3♦ )❡J✉✐)❡3 32❛2✐♦♥3 ❝❧♦3❡ 2♦ 2❤❡ 3♦✉)❝❡ ❀ 2❤❡ 3♦✉)❝❡ ♠❡✲
❝❤❛♥✐3♠ ✐3 ❜❡32 ❝♦♥32)❛✐♥❡❞ ✉3✐♥❣ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛ ♣)✐♦)✐ 3♦✉)❝❡ ✐♥❢♦)♠❛2✐♦♥ ❛❜♦✉2
2❤❡ ♣♦3✐2✐♦♥ ❬❇❡❛♥ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❆❝❝♦)❞✐♥❣ 2♦ 2❤❡ ♠❛♥② ❝♦♥32)❛✐♥23 ♣)❡✈✐♦✉3❧② ♠❡♥✲
2✐♦♥❡❞✱ 2❤❡ ✇❛✈❡❢♦)♠ ✐♥✈❡)3✐♦♥ ✐3 ♠❛✐♥❧② ✉3❡❞ 2♦ ❞❡2❡)♠✐♥❡ 2❤❡ 3♦✉)❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐3♠3
❡✈❡♥ ✐❢ ✐2 ♠❛② ❜❡ ✉3❡❞ 2♦ ❧♦❝❛2❡ 3♦✉)❝❡3✳
❖2❤❡) 2❡❝❤♥✐J✉❡3✱ ❛3 ❞❡♥3❡ ❛))❛② ♠❡2❤♦❞3✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉3❡❞ 2♦ ❧♦❝❛2❡ 3♦✉)❝❡3✳ ❚❤❡②
❛)❡ ❜❛3❡❞ ♦♥ 2❤❡ ❝)♦33✲❝♦))❡❧❛2✐♦♥ ♦) ♦♥ 2❤❡ ❝)♦33✲3♣❡❝2)✉♠ ♦❢ 2❤❡ 3✐❣♥❛❧3 ✇❤❡♥ 2❤❡
❞✐32❛♥❝❡ ❜❡2✇❡❡♥ 3❡♥3♦)3 ✐3 3♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✳ ❙✉❝❤ ♠❡2❤♦❞3 ❤❛✈❡ ❛❧)❡❛❞② ❜❡❡♥ ❡♠✲
♣❧♦②❡❞ ♦♥ ✈❛)✐♦✉3 ✈♦❧❝❛♥♦❡3✳ ❆❧♠❡♥❞1♦4 ❡% ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪ ✉3❡❞ 2✇♦ 3❡♠✐❝✐)❝✉❧❛) ❛♥❞ ♦♥❡
)❡❝2❛♥❣✉❧❛) ❛))❛②3 2♦ ❧♦❝❛2❡ 3❤❛❧❧♦✇ ▲" ❡✈❡♥23 ❜❡♥❡❛2❤ ❑✐❧❛✉❡❛ ✈♦❧❝❛♥♦ ✭❍❛✇❛✐✐✮✳
▼9%❛①✐❛♥ ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✱ ✷✵✵✾✮ ❧♦❝❛2❡❞ ✈♦❧❝❛♥♦✲3❡✐3♠✐❝ 3✐❣♥❛❧3 ✉3✐♥❣ ❢♦✉) 2)✐❛♥❣✉❧❛)
❛))❛②3 ❛2 ❆)❡♥❛❧ ✈♦❧❝❛♥♦ ✭❈♦32❛ ❘✐❝❛✮✳ ❙✐♠✐❧❛) 2❡❝❤♥✐J✉❡3 ✇❡)❡ ❛❧3♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ 3❡✐3✲
♠✐❝ ❞❛2❛ )❡❝♦)❞❡❞ ❜② 2✇♦ 3♠❛❧❧✲❛♣❡)2✉)❡ ❛))❛②3 ❛2 ❙2)♦♠❜♦❧✐ ✈♦❧❝❛♥♦ ✭■2❛❧②✮ ✐♥ ✶✾✾✼
❜② ▲❛ ❘♦❝❝❛ ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✱ ❛♥❞ ❛2 ▼♦✉♥2 ❊2♥❛ ✐♥ ✶✾✾✾ ❜② ❙❛❝❝♦1♦%%✐ ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✳
▼9%❛①✐❛♥ ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ❤✐❣❤❧✐❣❤2❡❞ 2❤❡ ❡✛❡❝23 ♦❢ 2❤❡ 3❡✐3♠✐❝ ❛♥2❡♥♥❛ ♥✉♠❜❡) ♦♥
2❤❡ )❡3♦❧✉2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ 3♦✉)❝❡ ♣♦3✐2✐♦♥✳ ❚❤❡✐) )❡3✉❧23 3❤♦✇❡❞ 2❤❡ ♠♦)❡ 2❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢
❛♥2❡♥♥❛3 ✐3 ✐♠♣♦)2❛♥2✱ ❜❡22❡) ❞❡2❡)♠✐♥❡❞ ✐3 2❤❡ 3♦✉)❝❡ ♣♦3✐2✐♦♥✳
■♥ 2❤✐3 ♣❛♣❡)✱ ✇❡ ✉3❡ 3✐♠✐❧❛) 2❡❝❤♥✐J✉❡3 ♦♥ 3❡✐3♠✐❝ ❞❛2❛ )❡❝♦)❞❡❞ ❜② ♥✐♥❡ ❛♥✲
2❡♥♥❛3 ❞✉)✐♥❣ ✷✵✵✽ ❛2 ❨❛3✉) ✈♦❧❝❛♥♦ 2♦ ❞❡2❡)♠✐♥❡ 2❤❡ ♣♦3✐2✐♦♥ ♦❢ ▲" ❡✈❡♥23 ❛♥❞
❡①♣❧♦3✐♦♥ J✉❛❦❡ 3♦✉)❝❡3✳ ❲❡ ✉3❡ 2❤❡ ❝)♦33✲3♣❡❝2)❛❧ ♠❡2❤♦❞ 2♦ ❝♦♠♣✉2❡ 2❤❡ 2✐♠❡
❞❡❧❛②3 ❜❡2✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐) ♦❢ 3❡♥3♦)3 ❝♦♠♣♦3✐♥❣ ❛♥ ❛♥2❡♥♥❛✳ ❙❧♦✇♥❡33 ✈❡❝2♦)3 ❛)❡ ❡3✲
✷✵✷
 ✐♠❛ ❡❞ ❢♦( ❡❛❝❤ ❡✈❡♥ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❛♥ ❡♥♥❛✳ ❊❛❝❤ ❡✈❡♥ /♦✉(❝❡ ✐/  ❤❡(❡❢♦(❡ ❧♦❝❛ ❡❞ ❜②
❝♦♠❜✐♥✐♥❣  ❤❡ ❞✐(❡❝ ✐♦♥/ ♦❢ ♣(♦♣❛❣❛ ✐♦♥ ❡① (❛❝ ❡❞ ❢(♦♠  ❤❡/❡ /❧♦✇❡// ✈❡❝ ♦(/✳ ❚❤❡
❛✐♠ ♦❢  ❤✐/ / ✉❞② ✐/ ✭✶✮  ♦ ♦❜ ❛✐♥  ❤❡ /♦✉(❝❡ ❧♦❝❛ ✐♦♥/ ♦❢  ❤❡ ❞✐✛❡(❡♥  ②♣❡/ ♦❢ ❡✈❡♥ /✱
✭✷✮  ♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤  ❤❡ (❡❧❛ ✐♦♥/ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ❧♦❝❛ ✐♦♥/ ❛♥❞  ❤❡ ❛♣♣❛(❡♥ ❛❝ ✐✈✐ ② ✐♥  ❤❡
❞✐✛❡(❡♥ /✉❜❝(❛ ❡(/✱ ✭✸✮  ♦ ❢♦❧❧♦✇  ❤❡  ❡♠♣♦(❛❧ ❡✈♦❧✉ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ /♦✉(❝❡/ ❛♥❞ ✹✮  ♦
✉♥❞❡(/ ❛♥❞  ❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐/♠/ ❛  ❤❡ ♦(✐❣✐♥ ♦❢  ❤❡ ❙ (♦♠❜♦❧✐❛♥ ❛❝ ✐✈✐ ② ❛ ❨❛/✉(✳ ❆❢ ❡(
❛ ❞❡/❝(✐♣ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ✈♦❧❝❛♥♦ ❛♥❞  ❤❡ ❡①♣❡(✐♠❡♥ ❝♦♥❞✉❝ ❡❞ ✐♥ ✷✵✵✽✱ ✇❡ ❞❡ ❛✐❧  ❤❡
♠❡ ❤♦❞/ ✉/❡❞  ♦ ❧♦❝❛ ❡  ❤❡ /❡✐/♠✐❝ /♦✉(❝❡/✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ (❡♣♦( ❛♥❞ ❞✐/❝✉//  ❤❡ (❡/✉❧ /
♦❜ ❛✐♥❡❞ ❢♦(  ❤❡ ❡①♣❧♦/✐♦♥ G✉❛❦❡/ ❛♥❞  ❤❡ ▲J ❡✈❡♥ /✳
❨❛"✉$ ✈♦❧❝❛♥♦
❨❛/✉( ✈♦❧❝❛♥♦ ✭✶✾✱✺✷
◦
❙ ❀ ✶✻✾✱✹✷✺
◦
❊✮ ✐/ ❧♦❝❛ ❡❞ ♦♥  ❤❡ /♦✉ ❤✲❡❛/ ❡(♥ ♣❛( ♦❢
❚❛♥♥❛ ■/❧❛♥❞✳ ■ ✐/ ❛ ♣❛( ♦❢  ❤❡ ❨❡♥❦❛❤❡ ❈♦♠♣❧❡① ✭❋✐❣✉(❡ ✶✮✱ ✇❤♦/❡ ❛❝ ✐✈✐ ② ✐/
❤✐❣❤❧✐❣❤ ❡❞ ❜②  ❤❡ ♣(❡/❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❤②❞(♦ ❤❡(♠❛❧ /②/ ❡♠ ❛♥❞ ❛ / (♦♥❣ ✉♣(✐/✐♥❣ (❛ ❡
❡/ ✐♠❛ ❡❞  ♦ ✶✺✻ ♠♠✴②( ✉/✐♥❣ ❝♦(❛❧ ❞❛ ❛ ✐♦♥ ❬❈❤❡♥ ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✳ ❚❤❡ ❛(❡❛✱ ❞❡❧✐♠✐ ❡❞
❜② ❝❛❧❞❡(❛ (✐♠/✱ ♣(❡/❡♥ / ♣②(♦❝❧❛/ ✐❝ ❞❡♣♦/✐ / ✭❙✐✇✐ ■❣♥✐♠❜(✐ ❡ ❙❡G✉❡♥❝❡✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❡♠♣❧❛❝❡❞ ❞✉(✐♥❣ ❛ ♠❛❥♦( ❡(✉♣ ✐✈❡ ❡✈❡♥ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉((❡❞ ❞✉(✐♥❣ ▲❛ ❡ J❧❡✐/ ♦✲
❝❡♥❡✱ ♣(♦❜❛❜❧② ❞✉(✐♥❣  ❤❡ ❝❛❧❞❡(❛ ❝♦❧❧❛♣/❡ ❬❘♦❜✐♥ ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✾✹ ❀ ❆❧❧❡♥✱ ✷✵✵✺❪✳ ❘♦❜✐♥
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❡①✐#&❡♥❝❡ ♦❢ &❡♥# ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡# ♦❢ #✐♠✐❧❛( ❡①♣❧♦#✐♦♥ D✉❛❦❡# ❛♥❞ ❛& ❧❡❛#& ♦♥❡ ♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧②
✭♦( ♠✉❧&✐♣❧❡&#✮ ♦❢ ▲L ❡✈❡♥&# ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ #❡✈❡(❛❧ ❤✉♥❞(❡❞# ♦❢ ❡✈❡♥&#✳ ❚❤❡ ♠❛#&❡( ❡✈❡♥&
✇❛# ❝❤♦#❡♥ ✉#✐♥❣ &✇♦ &❡❝❤♥✐D✉❡#✳ ❚❤❡ ✜(#& ❛♣♣(♦❛❝❤ ✐# ❜❛#❡❞ ♦♥ &❤❡ ✐❞❡♥&✐✜❝❛&✐♦♥
♦❢ ❛ #❡✐#♠✐❝ ❡✈❡♥& ✇❤♦#❡ ♣♦#✐&✐♦♥ ✐♥#✐❞❡ &❤❡ #✉♠♠✐& ❝(❛&❡( ✐# ❦♥♦✇♥ ✉#✐♥❣ ✜❡❧❞
♦❜#❡(✈❛&✐♦♥# ✭✈✐#✉❛❧ ♦( ✈✐❞❡♦#✮ (❡❛❧✐③❡❞ ❞✉(✐♥❣ &❤❡ ❡①♣❡(✐♠❡♥&✳ ❚❤❡ #❡❝♦♥❞ ❛♣♣(♦❛❝❤
✐# ❜❛#❡❞ ♦♥ &❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ #✐❣♥❛❧ ✇✐&❤ ❛ ❝❧❡❛( ✇❛✈❡❢♦(♠✳ ❖♥❝❡ &❤❡ ♠❛#&❡( ❡✈❡♥&
✐# ❝❤♦#❡♥✱ #✐♠✐❧❛( ❡✈❡♥&# ❛(❡ #❡❛(❝❤❡❞ ✐♥ &❤❡ #❡✐#♠✐❝ (❡❝♦(❞✐♥❣# ❜② ❝♦♠♣✉&✐♥❣ &❤❡
❝♦((❡❧❛&✐♦♥ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ♠❛#&❡( ❡✈❡♥& ❛♥❞ ❡❛❝❤ #✐❣♥❛❧ ❢♦✉♥❞ ❬❇❛""❛❣❧✐❛ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳
❇❛""❛❣❧✐❛ ❡" ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪ ❝♦♥#✐❞❡(❡❞ &❤❛& ❡✈❡♥&# ❜❡❧♦♥❣ &♦ &❤❡ #❛♠❡ ❢❛♠✐❧② ✇❤❡♥ &❤❡
❝♦((❡❧❛&✐♦♥ (❡❛❝❤❡❞ &❤❡ &❤(❡#❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ✜①❡❞ &♦ ✵✳✼✳ ❙❡✐#♠✐❝ ❞❛&❛ (❡❝♦(❞❡❞ ❜② &❤❡
#❡♥#♦( ♥
◦
✸ ♦❢ ❛((❛② ❨✵✺ ✇❡(❡ ✉#❡❞ &♦ ❝❧❛##✐❢② &❤❡ ❡①♣❧♦#✐♦♥ D✉❛❦❡#✱ ❛# #✐❣♥❛❧ &♦
♥♦✐#❡ (❛&✐♦ ✇❛# ♥♦& #✉✣❝✐❡♥& ♦♥ ♦&❤❡( ❛((❛②#✳ ❋♦( &❤❡ ▲L ❡✈❡♥&#✱ &❤❡ #✐❣♥❛❧ &♦ ♥♦✐#❡
(❛&✐♦ ✇❛# ❤✐❣❤ ♦♥ ♥✉♠❡(♦✉# #❡♥#♦(# ❀ &❤❡ ❝❧❛##✐✜❝❛&✐♦♥ ✇❛# (❡❛❧✐③❡❞ ✉#✐♥❣ &❤❡ #❡♥#♦(
♥
◦
✶ ♦❢ &❤❡ ❛((❛② ❨✵✼✳ ❋✐❣✉(❡ ✹ ✐❧❧✉#&(❛&❡# ❡①❛♠♣❧❡# ♦❢ ❡①♣❧♦#✐♦♥ D✉❛❦❡# ❜❡❧♦♥❣✐♥❣
&♦ ❡✐❣❤& ❢❛♠✐❧✐❡# ✿ &✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡# ♦❢ ❡①♣❧♦#✐♦♥ D✉❛❦❡# ✭❇✵✷ ❛♥❞ ❇✵✸✮ ❛❝&✐✈❡ ❜❡❢♦(❡ ❛
♠❛❥♦( &❡❝&♦♥✐❝ ❡❛(&❤D✉❛❦❡ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉((❡❞ ♦♥ ❆♣(✐❧ ✾&❤✱ ✷✵✵✽ ❛♥❞ #✐① ❢❛♠✐❧✐❡# ♦❢
❡①♣❧♦#✐♦♥ D✉❛❦❡# ✭L✵✶✱ L✵✷✱ L✵✺✱ L✵✻✱ L✵✼ ❛♥❞ L✵✽✮ ❛❝&✐✈❡ ❛❢&❡( &❤❛& ❡❛(&❤D✉❛❦❡✳
❍❡(❡✱ ❡❛❝❤ ❡①♣❧♦#✐♦♥ ✐# ♣(❡❝❡❞❡❞ ❜② ❛ ❧♦♥❣✲♣❡(✐♦❞ #✐❣♥❛❧ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ &♦ &❤❡ ♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧②
♦❢ ▲L ❡✈❡♥&# ✭♥❛♠❡❞ ▲✵✹✮✳ ❚❤❡#❡ ♥✐♥❡ ❢❛♠✐❧✐❡# ❛(❡ ❝♦♠♣♦#❡❞ ❜② ❛ ❧❛(❣❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢
#✐♠✐❧❛( ❡✈❡♥&# ✿ ✶✺ ✻✻✽ ❢♦( ❇✵✷✱ ✶ ✹✹✷ ❢♦( ❇✵✸✱ ✽ ✽✷✵ ❢♦( L✵✶✱ ✶✶ ✾✷✶ ❢♦( L✵✷✱ ✶✻
✻✾✷ ❢♦( L✵✺✱ ✽ ✾✹✾ ❢♦( L✵✻✱ ✹ ✹✷✹ ❢♦( L✵✼✱ ✷ ✵✷✵ ❢♦( L✵✽ ❛♥❞ ✸✽ ✽✶✶ ❢♦( &❤❡ ▲L
❢❛♠✐❧②✱ &❤❛& (❡♣(❡#❡♥&# ✻✵ &♦ ✼✵✪ ♦❢ &❤❡ ❝❧❛##✐✜❡❞ ❡✈❡♥&#✳ ❚❤❡ &❡♠♣♦(❛❧ ❡✈♦❧✉&✐♦♥
♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡# #❤♦✇# &❤❛& #♦♠❡ ♦❢ &❤❡♠ ❝♦✲❡①✐#& ✇❤✐❧❡ ♦&❤❡( ❞✐#❛♣♣❡❛( ✇❤❡♥ ♥❡✇ ♦♥❡#
❛♣♣❡❛( ❬❇❛""❛❣❧✐❛ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡#❡ ❢❛♠✐❧✐❡#✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❝❤❛(❛❝&❡(✐#❡❞ ❜② ❛ ❞✐✛❡(❡♥&
✇❛✈❡❢♦(♠✱ ✐♥❞✐❝❛&❡ &❤❡ ♣(❡#❡♥❝❡ ♦❢ ❞♦♠✐♥❛♥& ♠♦❞❡# ♦❢ (❡#♦♥❛♥❝❡ ♦❢ &❤❡ ❝♦♥❞✉✐& ✐♥
✷✶✵
 ❡"♣♦♥"❡ &♦ &❤❡ ❛"❝❡♥& ♦ ❡①♣❧♦"✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❣❛" "❧✉❣ ❬❇❛""❛❣❧✐❛ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤✐"
♣ ❡❧✐♠✐♥❛ ② ❛♥❛❧②"❡ ♣ ♦✈✐❞❡" ✉" ❛♥ ✐♥❢♦ ♠❛&✐♦♥ ❛❜♦✉& &❤❡ ✈♦❧❝❛♥✐❝ ❛❝&✐✈✐&② ♦❢ ❨❛"✉ 
❞✉ ✐♥❣ ✷✵✵✽✳
▼❡"❤♦❞&
❚❤❡ ✜ "& ♠❡&❤♦❞ ✉"❡❞ &♦ ❧♦❝❛&❡ "♦✉ ❝❡" ✐" ❞❡"❝ ✐❜❡❞ ❜② ▼)"❛①✐❛♥ ❡" ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪✳
❚❤✐" &❡❝❤♥✐?✉❡ ✐" ❜❛"❡❞ ♦♥ &❤❡ ❡"&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ &✐♠❡ ❞❡❧❛②" ❢♦ ❡❛❝❤ "❡✐"♠✐❝ ❛♥&❡♥♥❛✳
❋♦ "✉❝❝❡""✐✈❡ ✇✐♥❞♦✇" ♠♦✈✐♥❣ ❛❧♦♥❣ &❤❡ "❡✐"♠♦❣ ❛♠"✱ &❤❡ &✐♠❡ ❞❡❧❛②" ❛ ❡ ❝❛❧❝✉❧❛&❡❞
❜❡&✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐ ♦❢ "❡✐"♠♦♠❡&❡ "✱ ✉"✐♥❣ &❤❡ ❝ ♦""✲"♣❡❝& ❛❧ ♠❡&❤♦❞ ❬❏❡♥❦✐♥. ❛♥❞
❲❛"".✱ ✶✾✻✽ ❀ 1♦✉♣✐♥❡" ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✽✹ ❀ ❋6)❝❤❡"✱ ✶✾✽✺ ❀ ●♦" ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪✳ ▼)"❛①✐❛♥ ❡" ❛❧✳
❬✷✵✵✷❪ "❤♦✇❡❞ &❤❛& &❤❡ ❧❡♥❣&❤ ♦❢ &❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ✐" ❛♥ ✐♠♣♦ &❛♥& ♣❛ ❛♠❡&❡ ❢♦ 
❡"&✐♠❛&✐♥❣ &❤❡ &✐♠❡ ❞❡❧❛②"✳ ■♥ &❤✐" "&✉❞②✱ &❤❡ ❧❡♥❣&❤ ✇❛" ✜①❡❞ &♦ ❜❡ ❡?✉❛❧ &♦ ✷✳✺✻ "✱
✇✐&❤ ❛♥ ♦✈❡ ❧❛♣ ♦❢ ✶✵ ♣❡ ❝❡♥&✳ ❚❤❡ &✐♠❡ ❞❡❧❛② ❝♦♠♣✉&❡❞ ❜❡&✇❡❡♥ &✇♦ "❡✐"♠♦♠❡&❡ "
✐ ❛♥❞ ❥ ❝❛♥ ❜❡ ✇ ✐&&❡♥ ❛" ❛ "❝❛❧❛ ♣ ♦❞✉❝& ✿
τij =  · !ij ✭✶✮
✇❤❡ ❡  = (−s · sinα,−s · cosα) ✐" &❤❡ "❧♦✇♥❡"" ✈❡❝&♦ ✱ α ✐" &❤❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉&❤✱ "
&❤❡ "❧♦✇♥❡"" ❛♥❞ !ij &❤❡  ❡❧❛&✐✈❡ ♣♦"✐&✐♦♥ ✈❡❝&♦ ✳ ❆""✉♠✐♥❣ &❤❛& ✭✶✮ &❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐"
❝♦♠♣♦"❡❞ ❜② ♥♦♥✲❞✐"♣❡ "✐✈❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡"✱ ✭✷✮ ♦♥❧② ♦♥❡ ✇❛✈❡ ♣ ♦♣❛❣❛&❡" ❛❝ ♦"" &❤❡
❛  ❛② ♦ ♦♥❡ ✐" ❞♦♠✐♥❛♥& ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ "✐❣♥❛❧ ✇✐♥❞♦✇ ❛♥❞ ✭✸✮ &❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❜❡♥❡❛&❤ &❤❡
❛  ❛② ✐" ❧❛&❡ ❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉"✱ &❤❡ "❧♦✇♥❡"" ✈❡❝&♦ ❝❛♥ ❜❡ ❡"&✐♠❛&❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛ 
✐♥✈❡ "✐♦♥ ✭"&❛♥❞❛ ❞ ❧❡❛"& "?✉❛ ❡"✮ ♦❢ &❤❡ &✐♠❡ ❞❡❧❛②"✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦ ❡❛❝❤ ❛♥&❡♥♥❛ ❦ ❛♥❞
❡❛❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ❝❡♥&❡ ❡❞ ❛& &✐♠❡ "✱ &❤❡ ♣ ♦❜❛❜✐❧✐&② ❞❡♥"✐&② ❢✉♥❝&✐♦♥ ✭R❉❋✮ ♦❢ &❤❡ ❜❛❝❦✲
❛③✐♠✉&❤ α ✐" ❝♦♠♣✉&❡❞ ✿
ρk1(α, t) =
1√
2piσk(t)erf(
pi√
2σk(t)
)
exp
{
− [α− θk(t)]
2
2σ2k(t)
}
✭✷✮
✇❤❡ ❡ &❤❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉&❤ α ✐" ❝♦♥"✐❞❡ ❡❞ &♦ ❜❡ ❛ ❣❛✉""✐❛♥ ✈❛ ✐❛❜❧❡ ✇✐&❤ ♠❡❛♥ θk(t) ❛♥❞
"&❛♥❞❛ ❞ ❞❡✈✐❛&✐♦♥ σk(t)✳ ❚❤✐" "&❛❣❡ ❛❧❧♦✇❡❞ &♦ ♦❜&❛✐♥ &✐♠❡ "❡ ✐❡" ♦❢ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉&❤"
❛♥❞ ❛♣♣❛ ❡♥& ✈❡❧♦❝✐&✐❡" ✭❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ &❤❡ "❛♠❡ ♣ ♦❝❡❞✉ ❡✮ ❢♦ ❡❛❝❤ ❛  ❛②✳ ◆❡①&✱ ✇❡
✷✶✶
♣❡"❢♦"♠❡❞ ❛ ✇❡✐❣❤,❡❞ -✉♠♠❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ 0❉❋- ρk1(α, t) ♦❜,❛✐♥❡❞ ❛❧♦♥❣ ,❤❡ -❡❧❡❝,❡❞
-✐❣♥❛❧ ❜❡,✇❡❡♥ T0 ❛♥❞ Tmax ,♦ ,❛❦❡ ✐♥,♦ ❛❝❝♦✉♥, ,❤❡ 7✉❛❧✐,② ❛♥❞ ,❤❡ -,❛❜✐❧✐,② ♦❢ ,❤❡
❜❛❝❦✲❛③✐♠✉,❤ ♠❡❛-✉"❡♠❡♥, ✿
ρk2(α) ∝
∫ Tmax
T0
ρk1(α, t)wk(t)dt, ✭✸✮
❚❤❡ ✇❡✐❣❤,- wk ❛"❡ ❡①♣"❡--❡❞ ❛- ❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ,✐♠❡ ❞❡"✐✈❛,✐✈❡ ♦❢ ,❤❡ ❞❡❧❛②- ˙τij
-♠♦♦,❤❡❞ ❜② ❛ -❤♦", ❜♦①❝❛" Π(t) ✿
wk(t) ∝
(∑
i,j
| ˙τij|
)−1
∗ Π(t), ✭✹✮
✇❤❡"❡ ∗ ❞❡♥♦,❡- ,❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉,✐♦♥ ♦♣❡"❛,✐♦♥✳ ❱❛❧✉❡- ♦❢ ,❤❡ ✇❡✐❣❤, ❢✉♥❝,✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
,❤❡ -,❛❜✐❧✐,② ♦❢ ,❤❡ ❝♦♥-✐❞❡"❡❞ ,✐♠❡ ❞❡❧❛② -❡"✐❡-✳ ❚❤❡ ♠♦"❡ ,❤❡ ❞❡❧❛②- ❛"❡ -,❛❜❧❡✱ ,❤❡
♠♦"❡ ,❤❡ ❡-,✐♠❛,❡❞ ✇❡✐❣❤, ✐- ❤✐❣❤✳ ❚❤❡ ❜♦①❝❛"✬- ✇✐❞,❤ ,❤❡"❡❢♦"❡ ❛✛❡❝,- ,❤❡ ❧❡♥❣,❤
♦❢ ,❤❡ ,✐♠❡ ❞❡❧❛② -❡"✐❡-✳ ❚❤❡ ✇✐❞❡" ,❤❡ ❜♦①❝❛" ✐- ✐♥ ,✐♠❡✱ ,❤❡ ♠♦"❡ ✐♠♣♦",❛♥, ,❤❡
♥✉♠❜❡" ♦❢ ,✐♠❡ ❞❡❧❛②- ❝♦♥-✐❞❡"❡❞ ✐♥ ,❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ✇❡✐❣❤, ❢✉♥❝,✐♦♥ ✐-✳
❚❤❡ 0❉❋ ♦❢ ,❤❡ -♦✉"❝❡ ♣♦-✐,✐♦♥ ✐- ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞ ♦♥ ❛ ❣"✐❞✱ ✇❤❡"❡ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥, ❤❛-
❣❡♦❣"❛♣❤✐❝ ❝♦♦"❞✐♥❛,❡- ✭①✱②✮✱ ❜② ❥♦✐♥✐♥❣ ,❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ 0❉❋- ❢♦" ❡❛❝❤ ❛♥,❡♥♥❛ ❛- ✿
ρ3(x, y) ∝
N∏
k=1
ρk2(α
k(x, y)), ✭✺✮
✇❤❡"❡ ◆ ✐- ,❤❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ -❡✐-♠✐❝ ❛♥,❡♥♥❛-✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ,❤❡ 0❉❋ ρ3(x, y) ❣✐✈❡-
,❤❡ -♦✉"❝❡ ♣♦-✐,✐♦♥✳ ❚♦ ❡-,✐♠❛,❡ ,❤❡ ❛❝❝✉"❛❝② ♦❢ ,❤❡ -♦✉"❝❡ ❧♦❝❛,✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉,❡❞
,❤❡ ♠❡❛♥ 7✉❛❞"❛,✐❝ "❛❞✐✉-✱ ✇❤✐❝❤ ✐- "❡❧❛,❡❞ ,♦ ,❤❡ -♣"❡❛❞ ❛♥❞ ,❤❡ -❤❛♣❡ ♦❢ ,❤❡ 0❉❋
ρ3(x, y)✳ ❚❤✐- ❝♦♥-,❛♥, ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣"❡--❡❞ ❛- R =
√
(σ21 + σ
2
2)/2 ✇✐,❤ σ1 ❛♥❞ σ2 ,❤❡
♣"✐♥❝✐♣❛❧ -,❛♥❞❛"❞ ❞❡✈✐❛,✐♦♥- ♦❢ ρ3(x, y)✳
❚❤✐- ❛♣♣"♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉- ,♦ ❡-,✐♠❛,❡ ,❤❡ -♦✉"❝❡ ❧♦❝❛,✐♦♥ ✐♥ ,❤❡ ❤♦"✐③♦♥,❛❧ ♣❧❛♥❡✳
❍♦✇❡✈❡" ✐, ❞♦❡- ♥♦, ❛❧❧♦✇ ,♦ ❞❡,❡"♠✐♥❡ ,❤❡ -♦✉"❝❡ ❞❡♣,❤✳ ❚♦ ❞❡,❡"♠✐♥❡ ,❤✐- ♣❛"❛✲
♠❡,❡"✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ,✇♦ ❞✐✛❡"❡♥, -,"❛,❡❣✐❡-✱ ♦♥❡ ❢♦" ❡①♣❧♦-✐♦♥ 7✉❛❦❡- ❛♥❞ ❛♥♦,❤❡"
❢♦" ▲0 ❡✈❡♥,- ✭❋✐❣✉"❡ ✺✮✳ ❋♦" ❡①♣❧♦-✐♦♥ 7✉❛❦❡-✱ ✇❡ ✉-❡❞ ,❤❡ ♠❡❛♥ ,✐♠❡ ❞❡❧❛② ♠❡❛✲
-✉"❡❞ ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ 0✲✇❛✈❡ ❛♥❞ ,❤❡ ❛❝♦✉-,✐❝ ✇❛✈❡ ✭τ✮✳ ❆ "❡--❡♠❜❧✐♥❣ ❛♣♣"♦❛❝❤ ❤❛-
✷✶✷
❜❡❡♥ ✉$❡❞ ❜② ❘✐♣❡♣❡ ❡$ ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪ ,♦ ❞❡,❡.♠✐♥❡ ❡①♣❧♦$✐♦♥ $♦✉.❝❡ ❞❡♣,❤ ❛, ❙,.♦♠❜♦❧✐
✈♦❧❝❛♥♦✳ ❚❤✐$ ,✐♠❡ ❞❡❧❛② ✐$ ❡$,✐♠❛,❡❞ ❢♦. ❡❛❝❤ ♠✉❧,✐♣❧❡, ✉$✐♥❣ ✸✵ ❡①♣❧♦$✐♦♥ >✉❛❦❡$
♦❢ ,❤❡ $❛♠❡ ❢❛♠✐❧②✱ .❡❝♦.❞❡❞ ❛, $✐,❡ ❨✵✺✱ ✇❤❡.❡ ,❤❡ ♦♥$❡,$ ♦❢ ,❤❡ D ❛♥❞ ❛❝♦✉$,✐❝
✇❛✈❡$ ✇❡.❡ ❝❧❡❛.❧② ♦❜$❡.✈❛❜❧❡✳ ❚❤❡.❡❛❢,❡.✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉,❡❞ ,❤❡ ,❤❡♦.❡,✐❝❛❧ ♣.♦♣❛❣❛,✐♦♥
,✐♠❡ ♦❢ ,❤❡ $❡✐$♠✐❝ ❛♥❞ ,❤❡ ❛❝♦✉$,✐❝ ✇❛✈❡$✳ ❚❤❡ D✲✇❛✈❡ ,.❛✈❡❧ ,✐♠❡ ✐$ ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞
✉$✐♥❣ ❛ .❛② ,.❛❝✐♥❣ ❛❧❣♦.✐,❤♠ ❬▲❛$♦**❡ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✹ ❀ ▼♦♥$❡✐❧❧❡* ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❢.♦♠
,❤❡ >✉❛❞.❛,✐❝ ✐♥,❡.♣♦❧❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ,.❛✈❡❧ ,✐♠❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉,❡❞ ✉$✐♥❣ ,❤❡ ❛❧❣♦.✐,❤♠ ♦❢
-♦❞✈✐♥ ❛♥❞ ▲❡❝♦♠$❡ ❬✶✾✾✶❪✳ ❚❤✐$ ❛❧❣♦.✐,❤♠ ✐$ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦. ,♦♠♦❣.❛♣❤✐❝ $,✉❞✐❡$ ❛♥❞
$♦✉.❝❡ ❧♦❝❛,✐♦♥$ ❬❡✳❣✳ ●♦$ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✽ ❀ ❇❡*❣❡* ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡$ ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ ,❤❡ D✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐,② ♠♦❞❡❧✳ ❆, ❨❛$✉. ✈♦❧❝❛♥♦✱ ❛ ♥❡❛.✲$✉.❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐,② $,.✉❝,✉.❡
♠♦❞❡❧$ ✇❡.❡ ❞❡,❡.♠✐♥❡❞ ❢♦. ❡❛❝❤ ❛♥,❡♥♥❛ ✉$✐♥❣ ,❤❡ ❙♣❛,✐❛❧ ❆✉,♦❝♦..❡❧❛,✐♦♥ ❬❆❦✐✱
✶✾✺✼ ❀ ❇❡$$✐❣ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ❛♥❞ ,❤❡ ❋.❡>✉❡♥❝②✲❲❛✈❡♥✉♠❜❡. ❬▲❛❝♦77 ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✻✾ ❀ ❈❛✲
♣♦♥✱ ✶✾✻✾❪ ,❡❝❤♥✐>✉❡$ ❜② -❡**✐❡* ❡$ ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✳ ■♥ ,❤❡ ❨❛$✉. ❝♦♥❡ ❛.❡❛✱ ❝♦♠♣.✐$✐♥❣
,❤❡ ❛..❛② ❨✵✺✱ ,❤❡ D✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐,② ♠♦❞❡❧ ❝♦♥$✐$,$ ♦❢ ,✇♦ ,❤✐♥ ❧❛②❡.$✱ ✇✐,❤ ✈❡❧♦❝✐,✐❡$
♦❢ ✽✵✵ ♠✴$ ❢♦. ,❤❡ ✜.$, ✺ ♠ ❛♥❞ ✶✱✷✵✵ ♠✴$ ❢♦. ✺ ,♦ ✷✺ ♠✱ D✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐,② ❜❡✐♥❣
✶✱✽✵✵ ♠✴$ ❜❡❧♦✇ ✭❋✐❣✉.❡ ✺❛✮✳ ❚❤❡ ❛❝♦✉$,✐❝ ✇❛✈❡ ,.❛✈❡❧,✐♠❡ ✐$ ❡$,✐♠❛,❡❞ ✉$✐♥❣ ,❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣.❡$$✐♦♥ ✿
Tac =
Din
Vin
+
Dout
Vout
✭✻✮
✇❤❡.❡ Din ❛♥❞ Dout ❛.❡ ,❤❡ ❞✐$,❛♥❝❡$ ,.❛✈❡❧❧❡❞ ✐♥$✐❞❡ ❛♥❞ ♦✉,$✐❞❡ ,❤❡ ✈♦❧❝❛♥✐❝
❝♦♥❞✉✐, ❜② ,❤❡ ❛❝♦✉$,✐❝ ✇❛✈❡✱ ❛, ✈❡❧♦❝✐,✐❡$ Vin ❛♥❞ Vout .❡$♣❡❝,✐✈❡❧② ✭❋✐❣✉.❡ ✺❛✮✳
❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐,② ✐♥$✐❞❡ ,❤❡ ❝♦♥❞✉✐, ✐$ ❡$,✐♠❛,❡❞ ✉$✐♥❣ ♠❡❛$✉.❡♠❡♥,$ ♦❢ ❣❛$ ❝♦♠♣♦$✐,✐♦♥
❝❛..✐❡❞ ♦✉, ✐♥ ❖❝,♦❜❡. ✷✵✵✼ ❜② ▼:$*✐❝❤ ❡$ ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ❛, ❨❛$✉. ✈♦❧❝❛♥♦ ❛♥❞ $♦♥✐❝
✈❡❧♦❝✐,② .❛♥❣❡$ ❣✐✈❡♥ ❜② ❈❤♦✉❡$ ❡$ ❛❧✳ ❬✶✾✼✹❪✳ ▼❡❛$✉.❡♠❡♥,$ .❡❛❧✐③❡❞ ❜② ▼:$*✐❝❤ ❡$
❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ .❡✈❡❛❧❡❞ ❛ ❣❛$ ♠✐①,✉.❡ ❝♦♥,❛✐♥✐♥❣ ∼ ✾✵✪ ♦❢ H2O✱ ∼ ✺✪ ♦❢ CO2✱ ∼ ✹✪ ♦❢
SO2✱ ∼ ✶✪ ♦❢ HCl ❛♥❞ ∼ ✵✳✶✪ ♦❢ HF ✳ ❈♦♥$✐❞❡.✐♥❣ ,❤✐$ ❝♦♠♣♦$✐,✐♦♥✱ ,❤❡ ✈❡❧♦❝✐,②
♦❢ ❛❝♦✉$,✐❝ ✇❛✈❡$ $❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣.✐$❡❞ ❜❡,✇❡❡♥ ✼✾✻ ♠✴$ ❛♥❞ ✽✺✸ ♠✴$ ❛❝❝♦.❞✐♥❣ ,♦
❈❤♦✉❡$ ❡$ ❛❧✳ ❬✶✾✼✹❪✳ ■♥ ♦✉. ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥$✱ ✇❡ ✉$❡❞ ❛ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐,② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✽✷✺ ♠✴$
❢♦. Vin✳ ❚❤❡ $♦♥✐❝ ✈❡❧♦❝✐,② ♦✉,$✐❞❡ ,❤❡ ✈♦❧❝❛♥✐❝ ❝♦♥❞✉✐, Vout ✐$ ❡$,✐♠❛,❡❞ ✉$✐♥❣ ❋✐❣✉.❡
✸ ✇❤❡.❡ ,❤❡ ❛❝♦✉$,✐❝ ✇❛✈❡ ✐$ ♣.♦♣❛❣❛,❡❞ ✇✐,❤ ❛ ✈❡❧♦❝✐,② ❡>✉❛❧ ,♦ ✸✹✵ ♠✴$✳ ■♥ ❛ ✜.$,
✷✶✸
 ✐♠❡✱ ✇❡ ♠❡❛'✉)❡❞  ❤❡  ✐♠❡ ❞❡❧❛②' ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ 0 ❛♥❞  ❤❡ ❛❝♦✉' ✐❝ ❛))✐✈❛❧  ✐♠❡'✳
❚❤❡♥✱  ❤❡ 0 ❛♥❞  ❤❡ ❛❝♦✉' ✐❝  )❛✈❡❧ ✐♠❡' ❛)❡ ❝♦♠♣✉ ❡❞ ❢♦) ✈❛)✐♦✉' '♦✉)❝❡ ❞❡♣ ❤'
 ❤❛ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉'  ♦ ♦❜ ❛✐♥  ❤❡  ❤❡♦)❡ ✐❝❛❧  ✐♠❡ ❞❡❧❛②'✳ ❋♦) ❡❛❝❤ ❞❡♣ ❤✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉ ❡❞
 ❤❡ ❘▼❙ ✈❛❧✉❡ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ♠❡❛'✉)❡❞ ❛♥❞  ❤❡  ❤❡♦)❡ ✐❝❛❧  ✐♠❡ ❞❡❧❛②'✳ ❚❤❡ ❡' ✐♠❛ ❡❞
'♦✉)❝❡ ❞❡♣ ❤ ❝♦))❡'♣♦♥❞'  ♦  ❤❡ ♠✐♠✐♥✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❘▼❙✳
▲0 ❡✈❡♥ ' ❞♦♥✬ '❤♦✇ ❛❝♦✉' ✐❝ ✇❛✈❡'✳ ❚♦ ❞❡ ❡)♠✐♥❡  ❤❡✐) ❞❡♣ ❤✱ ✇❡ ✉'❡❞  ❤❡ ❞✐❢✲
❢❡)❡♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣❛)❡♥ ✈❡❧♦❝✐ ②✱ ❡' ✐♠❛ ❡❞ ✇✐ ❤  ❤❡ '❧♦✇♥❡'' ✈❡❝ ♦) ❝❛❧❝✉❧❛ ✐♦♥✱ ❜❡ ✇❡❡♥
▲0 ❡✈❡♥ ' ❛♥❞ ❡①♣❧♦'✐♦♥ @✉❛❦❡'✳ ■♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉' ✐'♦ )♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱  ❤❡ ✈❡❧♦❝✐ ②
♦❢  ❤❡ '❡✐'♠✐❝ ✇❛✈❡' ❱ ❛♥❞  ❤❡ ❛♣♣❛)❡♥ ✈❡❧♦❝✐ ② Vapp ❛)❡ )❡❧❛ ❡❞ ❜②  ❤❡ ❡①♣)❡''✐♦♥ ✿
V = Vappcos(α) ✭✼✮
✇❤❡)❡ α ✐'  ❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ❞✐)❡❝ ✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡ ♣)♦♣❛❣❛ ✐♦♥ ❛♥❞  ❤❡ ❤♦)✐③♦♥ ❛❧
♣❧❛♥❡✳ ❈♦♥'✐❞❡)✐♥❣ ❛ ♠❡❞✐✉♠ ✇✐ ❤ ❛ ❝♦♥' ❛♥ ✈❡❧♦❝✐ ②✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉ ❡❞  ❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢
 ❤❡ '❡✐'♠✐❝ )❛② ♦❢ ▲0 ❡✈❡♥ ' ✭αLP ✮ ❛))✐✈✐♥❣ ❛  ❤❡ ❛))❛② ❨✵✺ ✉'✐♥❣  ❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡@✉❛ ✐♦♥ ✿
V EQapp cos(αEQ) = V
LP
app cos(αLP ) ✭✽✮
✇✐ ❤ αEQ  ❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢  ❤❡ '❡✐'♠✐❝ )❛② ❛♥❞ V
EQ
app  ❤❡ ❛♣♣❛)❡♥ ✈❡❧♦❝✐ ② ♦❢ ❡①♣❧♦'✐♦♥
@✉❛❦❡'✳ V EQapp ✐' ❣✐✈❡♥ ❜②  ❤❡ '❧♦✇♥❡'' ✈❡❝ ♦) ❛♥❛❧②'✐' ❛♥❞ αEQ ✐' ❞❡❞✉❝❡❞ ❢)♦♠  ❤❡
❡①♣❧♦'✐♦♥ @✉❛❦❡ ❧♦❝❛ ✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡' ✐♠❛ ✐♦♥ ♦❢ αLP ❛❧❧♦✇❡❞ ✉'  ♦ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡  ❤❡ ❞❡♣ ❤
♦❢  ❤❡ ▲0 ❡✈❡♥ '♦✉)❝❡ ❜② ✉'✐♥❣  ❤❡ )❡❧❛ ✐♦♥ ✿
h+∆h = r · tan(αLP ) ✭✾✮
✇✐ ❤ )  ❤❡ ❤♦)✐③♦♥ ❛❧ ❞✐' ❛♥❝❡ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ❡①♣❧♦'✐♦♥ @✉❛❦❡ ❧♦❝❛ ✐♦♥ ❛♥❞  ❤❡ ❛))❛②
❨✵✺✱ ❤  ❤❡ ❡①♣❧♦'✐♦♥ @✉❛❦❡ ❞❡♣ ❤ ❜❡❧♦✇ ❨✵✺ ❛♥❞ ∆❤  ❤❡ ✈❡) ✐❝❛❧ ❞✐' ❛♥❝❡ ❜❡ ✇❡❡♥
❡①♣❧♦'✐♦♥ @✉❛❦❡ ❛♥❞ ▲0 ❡✈❡♥ ❞❡♣ ❤'✳ ❆❝❝♦)❞✐♥❣  ♦  ❤❡ ❤♦)✐③♦♥ ❛❧ ♣♦'✐ ✐♦♥' ♦❢  ❤❡
'♦✉)❝❡ ♦❜ ❛✐♥❡❞ ✇✐ ❤  ❤❡ '❡✐'♠✐❝  )✐❛♥❣✉❧❛ ✐♦♥✱ ✇❡ ❝❤♦'❡  ❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡①♣❧♦'✐♦♥
@✉❛❦❡' ✇❤♦'❡ ♣♦'✐ ✐♦♥ ✐' ❝❧♦'❡'  ♦  ❤❡ ▲0 ❡✈❡♥ ' ❧♦❝❛ ✐♦♥ ❢♦)  ❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡
❞❡♣ ❤✳ ❚♦ @✉❛♥ ✐❢②  ❤❡ ❡))♦)' )❡❧❛ ❡❞  ♦  ❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉' ♠❡❞✐✉♠✱ ✇❡ ❡' ✐♠❛ ❡❞  ❤❡
✷✶✹
❞❡♣#❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡①♣❧♦.✐♦♥ 0✉❛❦❡. ✉.✐♥❣ #❤✐. ❛♣♣4♦❛❝❤ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛4❡❞ #❤❡
4❡.✉❧#. ✇✐#❤ #❤♦.❡ ♦❜#❛✐♥❡❞ ✇✐#❤ #❤❡ 4❛② #4❛❝✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡44♦4. ♦♥ #❤❡ ❡.#✐♠❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡
▲: ❡✈❡♥# ❞❡♣#❤ ❛4❡ ❝♦♠♣✉#❡❞ ❜② .✉♠♠✐♥❣ #❤❡ ❡44♦4. 4❡❧❛#❡❞ #♦ #❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉.
♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ #❤❡ ❡44♦4. ♦♥ #❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛#✐♦♥. ♦❢ #❤❡ ❛♣♣❛4❡♥# ✈❡❧♦❝✐#②✳
❙♦✉4❝❡ ❧♦❝❛#✐♦♥. ❛4❡ ❞❡.❝4✐❜❡❞ ✐♥ #❤4❡❡ .❡❝#✐♦♥.✳ ❋✐4.#✱ ✇❡ ✐❧❧✉.#4❛#❡ #❤❡ ♣4♦❝❡..
♦❢ .♦✉4❝❡ ❧♦❝❛#✐♦♥ ✉.✐♥❣ #❤❡ .❡✐.♠✐❝ #4✐❛♥❣✉❧❛#✐♦♥ ❞❡.❝4✐❜❡❞ ✐♥ .❡❝#✐♦♥ ✹ ✇✐#❤ ❢♦✉4
❡①❛♠♣❧❡. ♦❢ ❡①♣❧♦.✐♦♥ 0✉❛❦❡.✱ #✇♦ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❡4❡ ♣4❡❝❡❞❡❞ ❜② ❛ ▲: ❡✈❡♥#✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡
♣4❡.❡♥# #❤❡ .♦✉4❝❡ ❧♦❝❛#✐♦♥. ♦❜#❛✐♥❡❞ ❢♦4 ❡①♣❧♦.✐♦♥ 0✉❛❦❡. ❛♥❞ ▲: ❡✈❡♥#.✳
❙♦✉#❝❡ ❧♦❝❛(✐♦♥ ♣#♦❝❡,,
❲❡ .❡❧❡❝#❡❞ ❛♥ ❡①♣❧♦.✐♦♥ 0✉❛❦❡✱ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ #♦ #❤❡ ❢❛♠✐❧② :✵✽✱ ♣4❡❝❡❞❡❞ ❜② ❛ ▲:
❡✈❡♥#✱ ♦❝❝✉44✐♥❣ ♦♥ ❏✉❧② ✸✵#❤✱ ✷✵✵✽✳ ❚❤❡ .✐❣♥❛❧. ✇❡4❡ 4❡❝♦4❞❡❞ ❜② #❤❡ .❡✐.♠✐❝ ❛♥#❡♥✲
♥❛. ❨✵✸✱ ❨✵✹✱ ❨✵✺✱ ❨✵✻ ❛♥❞ ❨✵✼✳ ❚❤❡ .❧♦✇♥❡.. ✈❡❝#♦4 ✇❛. ❝♦♠♣✉#❡❞ ❢4♦♠ #❤❡ #✐♠❡
❞❡❧❛②. ❡.#✐♠❛#❡❞ ❜❡#✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐4 ♦❢ .❡✐.♠♦♠❡#❡4. ❢♦4 ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ #❤❡.❡ ❛♥#❡♥♥❛.✳
❚❤❡ .✐❣♥❛❧ ✇❛. ✜❧#❡4❡❞ ❜❡#✇❡❡♥ ✵✳✺ ❛♥❞ ✻ ❍③ ❝♦44❡.♣♦♥❞✐♥❣ #♦ #❤❡ ❢4❡0✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ✐♥
✇❤✐❝❤ .✐❣♥❛❧. .❤♦✇ #❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❡♥❡4❣②✳ ■# ❛❧❧♦✇❡❞ ✉. #♦ ❡❧✐♠✐♥❛#❡ #❤❡ ❣4♦✉♥❞✲
❝♦✉♣❧❡❞ ❛❝♦✉.#✐❝ ✇❛✈❡.✱ ✇❤♦.❡ ❞♦♠✐♥❛♥# ❢4❡0✉❡♥❝② ✐. ❧❛4❣❡4 #❤❛♥ ✼ ❍③✳ ❋✐❣✉4❡ ✻
.❤♦✇. #❤❡ .❡✐.♠♦❣4❛♠ 4❡❝♦4❞❡❞ ❜② ❨✵✺✱ #❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦❤❡4❡♥❝② ✭❛✈❡4❛❣❡ ♦❢ #❤❡ ❝♦❤❡✲
4❡♥❝✐❡. ❝♦♠♣✉#❡❞ ❜❡#✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐4 ♦❢ .❡♥.♦4.✮✱ #❤❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉#❤ ❛♥❞ #❤❡ ❛♣♣❛4❡♥#
✈❡❧♦❝✐#② ✇✐#❤ #❤❡✐4 .#❛♥❞❛4❞ ❞❡✈✐❛#✐♦♥.✳ ❆# #❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ #❤❡ ▲: ❡✈❡♥# ❛♥❞ ♦❢ #❤❡
❡①♣❧♦.✐♦♥ 0✉❛❦❡✱ #❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦❤❡4❡♥❝② ✐♥❝4❡❛.❡. #♦ 4❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡. ❣4❡❛#❡4 #❤❛♥ ✵✳✾✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡. ♦❢ #❤❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉#❤ ❛♥❞ #❤❡ ❛♣♣❛4❡♥# ✈❡❧♦❝✐#② ❛4❡ .#❛❜❧❡ ❞✉4✐♥❣ #❤❡ ✜4.# .❡✲
❝♦♥❞. ♦❢ #❤❡ ❡①♣❧♦.✐♦♥✳ ❚❤❡ .#❛♥❞❛4❞ ❞❡✈✐❛#✐♦♥. ❝❛❧❝✉❧❛#❡❞ ❞✉4✐♥❣ #❤❡.❡ ✜4.# .❡❝♦♥❞.
❛4❡ ❧♦✇❡4 #❤❛♥ ✺
◦
❢♦4 #❤❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉#❤ ❛♥❞ ❧♦✇❡4 #❤❛♥ ✺✵ ♠✴. ❢♦4 #❤❡ ❛♣♣❛4❡♥# ✈❡❧♦✲
❝✐#②✳ ❚❤❡.❡ ♦❜.❡4✈❛#✐♦♥. ✐♥❞✐❝❛#❡ #❤❡ ♣❛..❛❣❡ ♦❢ ❛ ❞✐4❡❝#✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❜❡♥❡❛#❤ #❤❡
❛♥#❡♥♥❛✳ ■♥ ♦4❞❡4 #♦ ❝❛❧❝✉❧❛#❡ #❤❡ :❉❋. ρk2(α)✱ ❢♦4 ❡❛❝❤ .❡✐.♠✐❝ ❛♥#❡♥♥❛✱ ✇❡ .❡❧❡❝#❡❞
✷ . ♦❢ .✐❣♥❛❧ .#❛4#✐♥❣ ✵✳✸ . ❜❡❢♦4❡ #❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ #❤❡ ❡♠❡4❣❡♥# ♣❤❛.❡✳ ❋✐❣✉4❡ ✼
❞✐.♣❧❛②. #❤❡ .✐❣♥❛❧.✱ #❤❡ #✐♠❡ .❡4✐❡. ♦❢ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉#❤. ❛♥❞ #❤❡ :❉❋. ρk2(α) ♦❜#❛✐♥❡❞
❢♦4 #❤❡ ✜✈❡ ❛♥#❡♥♥❛.✳ ❚❤❡ 4❡❞ ❛♥❞ #❤❡ ❣4❛② ❛4❡❛. ✐♥❞✐❝❛#❡ #❤❡ .❡❧❡❝#❡❞ .✐❣♥❛❧. ❢♦4
#❤❡ ▲: ❡✈❡♥# ❛♥❞ #❤❡ ❡①♣❧♦.✐♦♥ 0✉❛❦❡. 4❡.♣❡❝#✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ .❤❛♣❡ ♦❢ #❤❡ :❉❋. ❞❡♣❡♥❞.
♦♥ #❤❡ .#❛❜✐❧✐#② ♦❢ ✈❛❧✉❡. ♦❢ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉#❤ ❛♥❞ ♦❢ #❤❡✐4 .#❛♥❞❛4❞ ❞❡✈✐❛#✐♦♥.✳ ■♥ #❤✐.
✷✶✺
 ❋✐❣✉$❡ ✺ ✿ ❙❝❤❡♠❛-✐❝ $❡♣$❡/❡♥-❛-✐♦♥/ ♦❢ ❨❛/✉$ ✈♦❧❝❛♥♦ ✐❧❧✉/-$❛-✐♥❣ -❤❡ ♠❡-❤♦❞/ ✉/❡❞
❛✮ -♦ ❧♦❝❛-❡ ❡①♣❧♦/✐♦♥ 9✉❛❦❡/ ✉/✐♥❣ $❛② -$❛❝✐♥❣ ❛♥❞ ❜✮ -♦ ❧♦❝❛-❡ ▲> ❡✈❡♥-/ ✉/✐♥❣
-❤❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣❛$❡♥- ✈❡❧♦❝✐-② ❜❡-✇❡❡♥ ▲> ❡✈❡♥-/ ❛♥❞ ❡①♣❧♦/✐♦♥ 9✉❛❦❡/✳ ❚❤❡
♠❛❥♦$✐-② ♦❢ ♣❛$❛♠❡-❡$/ ✉/❡❞ ✐♥ -❤❡/❡ -❡❝❤♥✐9✉❡/ ❛$❡ ❞✐/♣❧❛②❡❞ ✿ -❤❡ /❡✐/♠✐❝ ❞✐/-❛♥❝❡
❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ /♦✉$❝❡ ❛♥❞ -❤❡ /❡♥/♦$ ✭DSIS✮ ❛♥❞ -❤❡ >✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐-② ✭VSIS✮ $❡♣$❡/❡♥-❡❞
♦♥ -❤❡ ✉♣♣❡$ $✐❣❤-✱ -❤❡ ❛❝♦✉/-✐❝ ❞✐/-❛♥❝❡/ ✐♥/✐❞❡ ❛♥❞ ♦✉-/✐❞❡ -❤❡ ❝♦♥❞✉✐- ✭Din ❛♥❞
Dout✮ ❛♥❞ -❤❡✐$ $❡/♣❡❝-✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐-② ✭Vin ❛♥❞ Vout✮✱ -❤❡ ❛♥❣❧❡/ ✇✐-❤ -❤❡ ❤♦$✐③♦♥-❛❧
✭αEQ ❛♥❞ αLP ✮ ❛♥❞ -❤❡ ❞❡♣-❤/ ♦❢ -❤❡ ❡①♣❧♦/✐♦♥ 9✉❛❦❡ ❛♥❞ -❤❡ ▲> ❡✈❡♥- ✭❤ ❛♥❞ δ❤✮✳
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❋✐❣✉$❡ ✻ ✿ ❱❡❧♦❝✐,② .❡✐.♠♦❣$❛♠ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧♦.✐♦♥ 5✉❛❦❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ ,♦ ❢❛♠✐❧② 8✵✽ ♦❝✲
❝✉$❡❞ ♦♥ ❏✉❧② ✸✵,❤✱ ✷✵✵✽ ❛♥❞ $❡❝♦$❞❡❞ ❜② ,❤❡ ❝❡♥,$❛❧ .❡♥.♦$ ♦❢ ❨✵✺✳ ❚❤❡ ❛❝♦✉.,✐❝
✇❛✈❡ ✐. ♣♦✐♥,❡❞ ✇✐,❤ ,❤❡ $❡❞ ❞♦,,❡❞ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦❤❡$❡♥❝②✱ ,❤❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉,❤ ❛♥❞
,❤❡ ❛♣♣❛$❡♥, ✈❡❧♦❝✐,② ❡①,$❛❝,❡❞ ❢$♦♠ ,❤❡ .❧♦✇♥❡.. ✈❡❝,♦$ ❛$❡ ❞✐.♣❧❛②❡❞✳ ❚❤❡ ✇✐♥❞♦✇
❧❡♥❣,❤ ✉.❡❞ ✐♥ ,❤❡ ❛♥❛❧②.✐. ✐. .❤♦✇♥ ❜② ❛♥ ❤♦$✐③♦♥,❛❧ ❜❛$✳ ❚❤❡ ♦$✐❣✐♥ ♦❢ ,❤❡ ,✐♠❡
✷✵✵✽✳✵✼✳✸✵ ✷✸❤✺✽✬✹✼✑ ✐. ❞✐.♣❧❛②❡❞ ❛, ,❤❡ ✉♣♣❡$ ❧❡❢, ❝♦$♥❡$✳
❡①❛♠♣❧❡✱ ,❤❡ 8❉❋. ❛$❡ ♠❛✐♥❧② ❝❤❛$❛❝,❡$✐③❡❞ ❜② ♥❛$$♦✇. ♣❡❛❦.✳ ❚❤✐. ✐. ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②
,❤❡ .,❛❜✐❧✐,② ♦❢ ,❤❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉,❤ ❞✉$✐♥❣ ,❤❡ .❡❧❡❝,❡❞ ♣❡$✐♦❞. ♦❢ ,✐♠❡✳
❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ 8❉❋. ♦❢ ,❤❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉,❤ ρk2(α) ❤❛. ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♦♥ ✸✵
❡①♣❧♦.✐♦♥ 5✉❛❦❡. ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ ,♦ ,❤❡ ❢❛♠✐❧② 8✵✽ ✐♥ ♦$❞❡$ ,♦ 5✉❛♥,✐❢② ,❤❡ 5✉❛❧✐,② ♦❢
$❡.✉❧,. ♦❜,❛✐♥❡❞ ❢♦$ ❡❛❝❤ .❡✐.♠✐❝ ❛♥,❡♥♥❛✳ ❆♥ ❛✈❡$❛❣❡ ♦❢ ρk2(α) ♣❡$ ❛♥,❡♥♥❛ ❤❛.
❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉,❡❞ ❛♥❞ ❞✐.♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✽✳ ❚❤❡ $❡.✉❧,. .❤♦✇ ,❤❛, ,❤❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉,❤
♦❜,❛✐♥❡❞ ❢♦$ ,❤❡ .❡✐.♠✐❝ ❛♥,❡♥♥❛. ❨✵✸✱ ❨✵✹✱ ❨✵✺ ❨✵✻✱ ❨✵✼ ❛♥❞ ❨✶✸ ♣♦✐♥, ,♦✇❛$❞
,❤❡ ❝$❛,❡$ ❛$❡❛✳ ◆❡✈❡$,❤❡❧❡..✱ ❨✵✼ ❛♥❞ ❨✵✸ ❤❛✈❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉,❤ 8❉❋. ♠✉❝❤ ✇✐❞❡$
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❋✐❣✉$❡ ✼ ✿ ❱❡❧♦❝✐,② .❡✐.♠♦❣$❛♠.✱ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉,❤. ❛♥❞ 9❉❋. ρk2(α) ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞ ❢♦$ ,❤❡
.❡✐.♠✐❝ ❛♥,❡♥♥❛. ❨✵✸✱ ❨✵✹✱ ❨✵✺✱ ❨✵✻ ❛♥❞ ❨✵✼✳ ❚❤❡ $❡❞ ❛♥❞ ❣$❡② ❛$❡❛. $❡.♣❡❝,✐✈❡❧②
.❤♦✇ ,❤❡ .❡❧❡❝,❡❞ ♣❛$,. ♦❢ ▲9 ❡✈❡♥,. ❛♥❞ ❡①♣❧♦.✐♦♥ I✉❛❦❡. ❢♦$ ✇❤✐❝❤ ,❤❡ 9❉❋. ρk2(α)
❛$❡ ❝♦♠♣✉,❡❞ ✭❡I✉❛,✐♦♥ ✭✸✮✮✳ ❚❤❡ ♦$✐❣✐♥ ♦❢ ,❤❡ ,✐♠❡ ✐. ✷✵✵✽✳✵✼✳✸✵ ✷✸❤✺✽✬✹✼✑✳
✷✶✽
 ❤❛♥ ♦ ❤❡& ❛♥ ❡♥♥❛' ✐♥❞✐❝❛ ✐♥❣ ❤✐❣❤❡& ✉♥❝❡& ❛✐♥ ✐❡' ❢♦& ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉ ❤ ❞❡ ❡&♠✐♥❛ ✐♦♥
♦♥  ❤❡'❡ '✐ ❡'✳ ❖♥  ❤❡ ♦ ❤❡& ❤❛♥❞✱ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉ ❤ ♦❜ ❛✐♥❡❞ ❢♦& ❛♥ ❡♥♥❛' ❨✵✶✱ ❨✵✽
❛♥❞ ❨✶✵ ❞♦ ♥♦ ♣♦✐♥  ♦✇❛&❞  ❤❡ ❝&❛ ❡& ❛&❡❛✳ ■♥❞❡❡❞✱  ❤❡ ♣&❡❢❡&❡♥ ✐❛❧ ❞✐&❡❝ ✐♦♥'
❝♦♠♣✉ ❡❞ ❢♦&  ❤❡'❡ ❛♥ ❡♥♥❛' ❞✐✛❡& ❜② '❡✈❡&❛❧ ❞❡❣&❡❡' ❝♦♠♣❛&❡❞  ♦  ❤❡ ❞✐&❡❝ ✐♦♥
✐♥❞✐❝❛ ✐♥❣  ❤❡ ❝&❛ ❡& ❛&❡❛ ✭❢&♦♠ ✶✺
◦
❢♦& ❨✵✶ ❛♥❞ ❨✵✽  ♦ ✺✵
◦
❢♦& ❨✶✵✮✳ ●✐✈✐♥❣  ❤❡'❡
&❡'✉❧ ' ❛♥❞ ❦♥♦✇✐♥❣  ❤❛ ❡①♣❧♦'✐♦♥ F✉❛❦❡' ❝♦♠❡ ❢&♦♠ ❨❛'✉& ❝&❛ ❡&✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞  ♦
❞✐'❝❛&❞  ❤❡'❡  ❤&❡❡ '❡✐'♠✐❝ ❛♥ ❡♥♥❛' ✐♥  ❤❡ ♣&♦❝❡'' ♦❢ '♦✉&❝❡ ❧♦❝❛ ✐♦♥✳ ❲❡ ❞✐'❝✉''
❧❛ ❡& ♦♥  ❤❡ ♣♦''✐❜❧❡ ❝❛✉'❡'  ❤❛ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ ❞✐✛❡&❡♥❝❡' ❜❡ ✇❡❡♥ ♦❜'❡&✈❡❞ ❛♥❞
❝♦♠♣✉ ❡❞ ❞✐&❡❝ ✐♦♥'✳ ■♥  ❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ '♦✉&❝❡ ❧♦❝❛ ✐♦♥' ❛&❡ ♣❡&❢♦&♠❡❞ ♦♥ ❛❧❧  ❤❡
 &❛♥'✐❡♥ ❡✈❡♥ ' ✉'✐♥❣ ♦♥❧②  ❤❡ '❡✐'♠✐❝ ❛♥ ❡♥♥❛' ❨✵✸✱ ❨✵✹✱ ❨✵✺✱ ❨✵✻✱ ❨✵✼ ❛♥❞ ❨✶✸✳
❚❤❡ '❡✐'♠✐❝ ❛♥ ❡♥♥❛' ❨✵✷✱ ❨✵✾✱ ❨✶✶ ❛♥❞ ❨✶✷ ❛&❡ ♥♦ ✉'❡❞ ❛'  ❤❡② ❞♦ ♥♦ &❡❝♦&❞
❝❧❡❛&❧② ♠♦' ♦❢  ❤❡ ❡✈❡♥ '✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦& ❡❛❝❤ ❡①♣❧♦'✐♦♥ F✉❛❦❡' ❛♥❞ ▲Q ❡✈❡♥ ✱ ❛❧❧  ❤❡
Q❉❋' ρk2(α) ❛&❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✉'✐♥❣  ❤❡ ❡F✉❛ ✐♦♥ ✭✺✮  ♦ ❝♦♠♣✉ ❡  ❤❡ Q❉❋ ♦❢  ❤❡ ♣♦'✐ ✐♦♥
♦❢  ❤❡ '♦✉&❝❡ ρ3(x, k)✳ ❚❤❡ ♠♦&❡ Q❉❋' ρ
k
2(α) ❛&❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥  ❤❡ ♣&♦❞✉❝ ✱  ❤❡ ♠♦&❡
 ❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐ ② ❝♦&&❡'♣♦♥❞✐♥❣  ♦  ❤❡ '♦✉&❝❡ ✐' ❡♥❤❛♥❝❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
♦❢  ❤❡ Q❉❋ ρ3(x, k) ❣✐✈❡'  ❤❡ '♦✉&❝❡ ❧♦❝❛ ✐♦♥✳
❋✐❣✉&❡ ✾ '❤♦✇'  ✇♦ ❡①❛♠♣❧❡' ♦❢ ❡①♣❧♦'✐♦♥ F✉❛❦❡' ❧♦❝❛ ❡❞ ✉'✐♥❣  ❤❡ ♣&♦❝❡'' ❞❡'✲
❝&✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞' ♦❢  ❤❡ Q❉❋' ρ3(x, k) ❛&❡ ✐♥❞✐❝❛ ❡❞ ❜② ✇❤✐ ❡
' ❛&'✳ ❘❡'✉❧ ' '❤♦✇  ❤❛ ❜♦ ❤ ♦❢  ❤❡ ❡①♣❧♦'✐♦♥ F✉❛❦❡' ❛&❡ ❧♦❝❛ ❡❞ ✐♥  ❤❡ '♦✉ ❤ ❝&❛ ❡&✳
❱✐❞❡♦ ❝❛♣ ✉&❡' ♦❢  ❤❡'❡  ✇♦ ❡✈❡♥ ' ✈❛❧✐❞❛ ❡  ❤❡ ❡' ✐♠❛ ❡❞ '♦✉&❝❡ ♣♦'✐ ✐♦♥'✳ ❋✐❣✉&❡
✶✵ ✐❧❧✉' &❛ ❡'  ✇♦ ❡①❛♠♣❧❡' ♦❢ ❡①♣❧♦'✐♦♥ F✉❛❦❡' ❜❡❧♦♥❣✐♥❣  ♦ ❢❛♠✐❧✐❡' Q✵✽ ✭❋✐❣✉&❡
✶✵❛✮ ❛♥❞ Q✵✺ ✭❋✐❣✉&❡ ✶✵❜✮✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♣&❡❝❡❞❡❞ ❜② ❛ ▲Q ❡✈❡♥ ✳ ❚❤❡ ✜&' ❡①❛♠♣❧❡✱
♦❝❝✉&&✐♥❣ ♦♥ ❏✉❧② ✸✵ ❤✱ ✷✵✵✽✱ '❤♦✇'  ❤❛  ❤❡ ▲Q ❡✈❡♥ ✐' ❧♦❝❛ ❡❞ ❜❡♥❡❛ ❤  ❤❡ '♦✉ ❤✲
❡❛' ❡&♥ ✈♦❧❝❛♥♦ ✢❛♥❦✳ ❚❤❡ ❡①♣❧♦'✐♦♥ F✉❛❦❡ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇'  ❤❡ ▲Q ❡✈❡♥ ✐' ❧♦❝❛ ❡❞
✐♥  ❤❡ ♥♦& ❤❡&♥ ❝&❛ ❡&✳ ❚❤❡ &❡'✉❧ ' ♦❢  ❤❡ '❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦❝❝✉&&✐♥❣ ♦♥ ❖❝ ♦❜❡&
✶' ✱ ✷✵✵✽✱ '❤♦✇  ❤❛  ❤❡ ▲Q ❡✈❡♥ ✐' ❛❧'♦ ❧♦❝❛ ❡❞ ✉♥❞❡&  ❤❡ '♦✉ ❤✲❡❛' ❡&♥ ✢❛♥❦✳ ❚❤❡
❡①♣❧♦'✐♦♥ F✉❛❦❡✱  ❤❛ ♦❝❝✉&' ∼ 15 ' ❛❢ ❡&  ❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢  ❤❡ ▲Q ❡✈❡♥ ✱ ✐' ❧♦❝❛ ❡❞ ✐♥
 ❤❡ '♦✉ ❤❡&♥ ❝&❛ ❡&✳ ❲❡ ✉'❡ ❢♦✉& ✈✐❞❡♦ ❝❛♣ ✉&❡'  ♦ ❢♦❧❧♦✇  ❤❡ '✉&❢❛❝❡ ❛❝ ✐✈✐ ② ❞✉&✐♥❣
 ❤✐' ♣❡&✐♦❞ ♦❢  ✐♠❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛ ❡ ♦✉& &❡'✉❧ '✳ ❈❛♣ ✉&❡' ✐♥❞✐❝❛ ❡  ❤❛  ❤❡ ❡①♣❧♦'✐♦♥
F✉❛❦❡ ♦❝❝✉&&❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛&❡❛ ❝♦&&❡'♣♦♥❞✐♥❣  ♦ ♦✉& ❧♦❝❛ ✐♦♥✳ ❉✉&✐♥❣  ❤❡ ▲Q ❡✈❡♥ ✱ ♦♥❧②
♣❛''✐✈❡ ❞❡❣❛''✐♥❣ ✐' ♦❜'❡&✈❡❞✳ ❚❤✐' ♦❜'❡&✈❛ ✐♦♥ ❛&❣✉❡' ❢♦& ❛ ❞❡❡♣❡& ❛❝ ✐✈✐ ② ♦❢ ▲Q
 ❋✐❣✉$❡ ✽ ✿ ❆✈❡$❛❣❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉1❤ ✭$❡♣$❡5❡♥1❡❞ ❜② ♣♦❧❛$ ❤✐51♦❣$❛♠5✮ ❝❛❧❝✉❧❛1❡❞ ❛1
❡❛❝❤ 5❡✐5♠✐❝ ❛♥1❡♥♥❛5 ❢$♦♠ ✸✵ ❡①♣❧♦5✐♦♥ @✉❛❦❡5✳ ❨✵✸✱ ❨✵✹✱ ❨✵✺✱ ❨✵✻✱ ❨✵✼ ❛♥❞ ❨✶✸
5❤♦✇ ❞✐$❡❝1✐♦♥5 ♣♦✐♥1✐♥❣ 1♦ 1❤❡ ❝$❛1❡$ ❛$❡❛✳ ❨✵✶✱ ❨✵✽ ❛♥❞ ❨✶✵ ♣♦✐♥1 1♦ ❞✐51✐♥❝1
❛$❡❛5 ❧♦❝❛1❡❞ ♥♦$1❤ ❛♥❞ 5♦✉1❤ ♦❢ ❨❛5✉$✳
✷✷✵
❡✈❡♥#$ ✇❤❡'❡❛$ ❡①♣❧♦$✐♦♥ .✉❛❦❡$ ❛'❡ '❡❧❛#❡❞ #♦ #❤❡ $✉'❢❛❝❡ ❛❝#✐✈✐#②✳
▲♦❝❛$✐♦♥' ♦❢ ❡①♣❧♦'✐♦♥ -✉❛❦❡'
❚❤❡ $❧♦✇♥❡$$ ✈❡❝#♦' ✇❛$ ❡$#✐♠❛#❡❞ ❢♦' #❤♦✉$❛♥❞$ ♦❢ $✐❣♥❛❧$ ❝❧❛$$✐✜❡❞ ✐♥ #❤❡ ❞✐❢✲
❢❡'❡♥# ❢❛♠✐❧✐❡$✳ ❲❡ $❡❧❡❝#❡❞ ❡✈❡♥#$ ✇❤♦$❡ ❝♦''❡❧❛#✐♦♥ ✇✐#❤ #❤❡ ♠❛$#❡' ❡✈❡♥# ✇❛$
❣'❡❛#❡' #❤❛♥ ✵✳✼✳ ❚❤✐$ ❣✐✈❡$ ❛♥ ♦✈❡'✈✐❡✇ ♦❢ #❤❡ #❡♠♣♦'❛❧ ❡✈♦❧✉#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ $❡✐$♠✐❝
❛❝#✐✈✐#② ❞✉'✐♥❣ ✷✵✵✽✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ❡❛$② #❤❡ ✈✐$✉❛❧✐③❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ✷✵✵✽ ❛❝#✐✈✐#②✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞
#♦ ❞✐$♣❧❛② ♦♥❧② #❤❡ '❡$✉❧#$ ❝♦♠♣✉#❡❞ ❛# ❨✵✺✳ ■♥❞❡❡❞✱ #❤❡ ❣❡♦❣'❛♣❤✐❝ ❧♦❝❛#✐♦♥ ♦❢ #❤✐$
❛♥#❡♥♥❛ ✐$ ✐❞❡❛❧ #♦ ❞✐$#✐♥❣✉✐$❤ #❤❡ $♦✉#❤❡'♥ ❝'❛#❡' ❛❝#✐✈✐#② ❢'♦♠ #❤❡ ♥♦'#❤❡'♥ ♦♥❡✳
❋✐❣✉'❡ ✶✶ ❛♥❞ ❋✐❣✉'❡ ✶✷ $❤♦✇ #❤❡ ❞✐$#'✐❜✉#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉#❤ ❛♥❞ #❤❡ ❛♣♣❛'❡♥#
✈❡❧♦❝✐#② ❝❛❧❝✉❧❛#❡❞ ❛# ❨✵✺✳ ❱❛❧✉❡$ ♦❢ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉#❤ ❝♦''❡$♣♦♥❞ #♦ #❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢
#❤❡ I❉❋ ρk2(α) ❝♦♠♣✉#❡❞ ❛$ ❞❡$❝'✐❜❡❞ ❜② ❡.✉❛#✐♦♥ ✭✸✮✳ ❚❤❡ #❡♠♣♦'❛❧ ❞✐$#'✐❜✉#✐♦♥
✐♥❞✐❝❛#❡$ #❤❛# #❤❡ ♠❛❥♦'✐#② ♦❢ ❡✈❡♥#$ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ #♦ #❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡$ ❇✵✷✱ ❇✵✸✱ I✵✶✱ I✵✷✱
I✵✺✱ I✵✻ ❛♥❞ I✵✼ ❤❛✈❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉#❤ '❛♥❣✐♥❣ ❢'♦♠ ✷✽✵
◦
#♦ ✸✶✺
◦
✭#❤❡ ❛✈❡'❛❣❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉#❤ ✇❡✐❣❤#❡❞ ❜② #❤❡ $#❛♥❞❛'❞ ❞❡✈✐❛#✐♦♥$ ✐$ ∼ ✸✵✵◦✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦''❡$♣♦♥❞$
#♦ #❤❡ $♦✉#❤❡'♥ ♣❛'# ♦❢ #❤❡ ❨❛$✉' ❛❝#✐✈❡ ❝'❛#❡'✳ ❚❤❡$❡ '❡$✉❧#$ ❛❧❧♦✇ #♦ ❛$$✐❣♥ #❤❡$❡
❢❛♠✐❧✐❡$ #♦ #❤❡ $♦✉#❤❡'♥ ❝'❛#❡'✱ $♦ #♦ #❤❡ ✈❡♥#$ ❆ ❛♥❞ ❇✳ ❋♦' #❤❡$❡ ❢❛♠✐❧✐❡$✱ ❛♣♣❛'❡♥#
✈❡❧♦❝✐#✐❡$ ❝❛❧❝✉❧❛#❡❞ ❛# ❨✵✺ ✭❋✐❣✉'❡ ✶✷✮ ❛'❡ ❣'❡❛#❡' #❤❛♥ ✽✵✵ ♠✴$✱ ✇✐#❤ ❛♥ ❛✈❡'❛❣❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ∼ ✾✺✵ ♠✴$✳ ❙♦♠❡ ♣❡'✐♦❞$ ♦❢ $❡✈❡'❛❧ ❞❛②$✱ ❛'♦✉♥❞ ▼❛② ✷✱ ❏✉❧② ✷✹ ✭❋✐❣✉'❡
✶✻✮ ❛♥❞ ❆✉❣✉$# ✷✵ ✭❥✉❧✐❛♥ ❞❛②$ ❏❉ ✶✷✸✱ ✷✵✻ ❛♥❞ ✷✸✸ '❡$♣❡❝#✐✈❡❧② ♦♥ ❋✐❣✉'❡ ✶✶✮✱
$❤♦✇ #❤❡ ❤✐❣❤❡$# ✈❛❧✉❡$ ♦❢ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉#❤✳ ❉✉'✐♥❣ #❤❡$❡ ♣❡'✐♦❞$✱ ❝❤❛'❛❝#❡'✐③❡❞ ❜② #❤❡
♣'❡$❡♥❝❡ ♦❢ #❤❡ ❢❛♠✐❧② I✵✽✱ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉#❤$ ❝♦♠♣✉#❡❞ ❛# ❨✵✺ ❛'❡ ❞✐$#'✐❜✉#❡❞ ❜❡#✇❡❡♥
✸✵✺
◦
❛♥❞ ✸✹✵
◦
✱ ✇✐#❤ ❛ ✇❡✐❣❤#❡❞ ❛✈❡'❛❣❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉#❤ ♦❢ ✸✷✵
◦
✳ ❉❡$♣✐#❡ ❛♥ ♦✈❡'❧❛♣ ♦❢
✈❛❧✉❡$ ✇✐#❤ #❤♦$❡ ♣'❡$❡♥#❡❞ ❛❜♦✈❡✱ #❤✐$ '❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡$ ❝♦''❡$♣♦♥❞$ #♦ ❛♥ ❛❝#✐✈✐#② ✐♥
#❤❡ ♥♦'#❤❡'♥ ♣❛'# ♦❢ #❤❡ ❝'❛#❡'✱ $♦ ✐♥ ✈❡♥# ❈✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ ❛♣♣❛'❡♥# ✈❡❧♦❝✐#✐❡$ ❛$$♦❝✐❛✲
#❡❞ #♦ ✈❡♥# ❈ ❛'❡ ❧♦✇❡' #❤❛♥ #❤♦$❡ ❛$$✐❣♥❡❞ #♦ ✈❡♥#$ ❆ ❛♥❞ ❇✳ ❚❤❡② ❛'❡ ❞✐$#'✐❜✉#❡❞
❜❡#✇❡❡♥ ✺✵✵ ♠✴$ ❛♥❞ ✽✵✵ ♠✴$✳ ◆❡✈❡'#❤❡❧❡$$✱ ♦♥ ❋✐❣✉'❡$ ✶✶ ❛♥❞ ✶✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦#✐❝❡
#❤❛# ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉#❤ ❛♥❞ ❛♣♣❛'❡♥# ✈❡❧♦❝✐#✐❡$ ❝❛❧❝✉❧❛#❡❞ ❢♦' $❡✈❡'❛❧ ❡✈❡♥#$ ♦❢ I✵✽ ✇✐#❤
❛ ❝♦❤❡'❡♥❝② ❣'❡❛#❡' #❤❛♥ ✵✳✼✵ ❛'❡ $✐♠✐❧❛' #♦ #❤♦$❡ ♦❜#❛✐♥❡❞ ❢♦' ❢❛♠✐❧✐❡$ ❛$$✐❣♥❡❞ #♦
✈❡♥#$ ❆ ❛♥❞ ❇✳ ❚❤✐$ ✐$ '❡❧❛#❡❞ #♦ ♦✉' ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝♦❤❡'❡♥❝② #❤'❡$❤♦❧❞✳ ■❢ ✇❡ #❛❦❡ ❛
✷✷✶
 ❋✐❣✉$❡ ✾ ✿ (❉❋* ♦❢ -❤❡ ♣♦*✐-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ *♦✉$❝❡ ρ3(x, y) ❢♦$ -✇♦ ❡①♣❧♦*✐♦♥ 5✉❛❦❡*
❡*-✐♠❛-❡❞ ❢$♦♠ (❉❋* ♦❢ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉-❤ ρk2(α) ❝♦♠♣✉-❡❞ ❢♦$ -❤❡ *❡✐*♠✐❝ ❛♥-❡♥♥❛* ❨✵✸✱
❨✵✹✱ ❨✵✺✱ ❨✵✻ ❛♥❞ ❨✵✼ ✭❡5✉❛-✐♦♥ ✭✺✮✮✳ ❚❤❡ *-❛$ ✐♥❞✐❝❛-❡* -❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
♦❢ -❤❡ (❉❋ ❛♥❞ ②✐❡❧❞* -❤❡ ♣♦*✐-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ *♦✉$❝❡ ✐♥ -❤❡ ❤♦$✐③♦♥-❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ -✇♦
*✉❜❝$❛-❡$* ❛$❡ ✐♥❞✐❝❛-✐♥❣ ❛* ✇❤✐-❡ ❞♦--❡❞ ❝✐$❝❧❡*✳ ❚❤❡ 5✉❛❞$❛-✐❝ $❛❞✐✉* ♦❢ (❉❋* ✐*
❞✐*♣❧❛②❡❞ ♦♥ -❤❡ ✉♣♣❡$ ❧❡❢-✳ ❚❤❡ -✇♦ ❡①♣❧♦*✐♦♥ 5✉❛❦❡ ❧♦❝❛-✐♦♥* ❛$❡ ❛**♦❝✐❛-❡❞ ✇✐-❤
✈✐❞❡♦ ❝❛♣-✉$❡* ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ✐♥❞✐❝❛-❡❞ -❤❡ -❤$❡❡ ✈❡♥-* ❆✱ ❇ ❛♥❞ ❈✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ *❤♦-
♦❢ -❤❡ ❝❛♣-✉$❡* ❛$❡ ✐♥❞✐❝❛-❡❞ ✇✐-❤ ❛ $❡❞ ❛$$♦✇ ❛♥❞ ❛ ❝❛♠❡$❛ *②♠❜♦❧✳
✷✷✷
 ❋✐❣✉$❡ ✶✵ ✿ )❉❋+ ♦❢ .❤❡ +♦✉$❝❡ ♣♦+✐.✐♦♥ ❢♦$ .✇♦ ❡①❛♠♣❧❡+ ♦❢ ❛ ▲) ❡✈❡♥. ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② ❛♥ ❡①♣❧♦+✐♦♥ =✉❛❦❡+✱ ❡+.✐♠❛.❡❞ ❢$♦♠ )❉❋+ ♦❢ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉.❤ ρk2(α) ❝♦♠♣✉.❡❞ ❢♦$
.❤❡ +❡✐+♠✐❝ ❛♥.❡♥♥❛+ ❨✵✸✱ ❨✵✹✱ ❨✵✺✱ ❨✵✻ ❛♥❞ ❨✵✼ ✭❡=✉❛.✐♦♥ ✭✺✮✮✳ ❚❤❡ $❡❞ ❛♥❞
❣$❡② ❛$❡❛+ ♠❛$❦❡❞ ♦♥ .❤❡ ❨✵✺ +❡✐+♠♦❣$❛♠+ ✐♥❞✐❝❛.❡ .❤❡ +❡❧❡❝.❡❞ ♣❛$. ♦❢ ▲) ❛♥❞
❡①♣❧♦+✐♦♥ +✐❣♥❛❧+ ✉+❡❞ ❢♦$ .❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛.✐♦♥ ♦❢ ρk2(α)✳ ❚❤❡ +.❛$ ✐♥❞✐❝❛.❡+ .❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ .❤❡ )❉❋ ρ3(x, y) ❛♥❞ ②✐❡❧❞+ .❤❡ ♣♦+✐.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ +♦✉$❝❡✳ ❚❤❡ =✉❛❞$❛.✐❝
$❛❞✐✉+ ✐+ ❞✐+♣❧❛②❡❞ ♦♥ .❤❡ ✉♣♣❡$ ❧❡❢.✳ ❚❤❡ +❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✭❜✮ ✐+ ❛++♦❝✐❛.❡❞ .♦ ✈✐❞❡♦
❝❛♣.✉$❡+ ✇❤♦+❡ ❛♥❣❧❡ +❤♦. ✐+ ✐♥❞✐❝❛.❡❞ ♦♥ .❤❡ ❧♦❝❛.✐♦♥ ♠❛♣ ✇✐.❤ $❡❞ ❛$$♦✇ ❛♥❞
❝❛♠❡$❛ +②♠❜♦❧✳ ❈❛♣.✉$❡ .✐♠❡+ ❛$❡ ✐♥❞✐❝❛.❡❞ ♦♥ .❤❡ ❨✵✺ ♥♦$♠❛❧✐③❡❞ +❡✐+♠♦❣$❛♠ ❜②
❜❧❛❝❦ ❝✐$❝❧❡+✳
✷✷✸
 ❤"❡$❤♦❧❞ ❡(✉❛❧  ♦ ✵✳✼✺✱ ❛ ♣❛" ♦❢  ❤❡$❡ ❡✈❡♥ $ ✐$ ♥♦  ❛❦✐♥❣ ✐♥ ♦ ❛❝❝♦✉♥ ✱ ❛❝❝❡♥ ✉❛✲
 ✐♥❣  ❤❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ ♦❢  ❤❡ ❢❛♠✐❧② <✵✽  ♦  ❤❡ ♥♦" ❤❡"♥ ❝"❛ ❡"✳ ❚❤✉$✱  ❤❡ $ ✉❞② ♦❢  ❤❡
$❧♦✇♥❡$$ ✈❡❝ ♦" ❛❧❧♦✇$ ✉$  ♦ ❢♦❧❧♦✇  ❤❡ $❤✐❢ ♦❢  ❤❡ ❡①♣❧♦$✐♦♥ $♦✉"❝❡$ ❢"♦♠ ✈❡♥ $ ❆
❛♥❞ ❇  ♦ ✈❡♥ ❈✱ ♦"  ♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ $✐♠✉❧ ❛♥❡♦✉$ ❛❝ ✐✈✐ ② ✐♥  ❤❡  ✇♦ $✉❜❝"❛ ❡"$✳
❚❤❡ ✉$❡ ♦❢ "❛②  "❛❝✐♥❣ ❛$$♦❝✐❛ ❡❞  ♦  ❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡  ✐♠❡ ❞❡❧❛② ❜❡ ✇❡❡♥
 ❤❡ < ❛♥❞  ❤❡ ❛❝♦✉$ ✐❝ ✇❛✈❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉$  ♦ ❞❡ ❡"♠✐♥❡ ❛ ♠❡❛♥ $♦✉"❝❡ ❞❡♣ ❤ ❢♦" ❡❛❝❤
❢❛♠✐❧②✳ ❚❤❡ ❡①♣❧♦$✐♦♥ (✉❛❦❡ ❧♦❝❛ ✐♦♥✱ ❞✐$♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉"❡ ✶✶✱ ❣✐✈❡$ ❛ ❞✐$ "✐❜✉ ✐♦♥ ♦❢
 ❤❡ $♦✉"❝❡ ❞❡♣ ❤$ ❜❡ ✇❡❡♥ ∼ ✾✵ ♠ ❛♥❞ ∼ ✻✵✵ ♠ ❜❡♥❡❛ ❤  ❤❡ $✉"❢❛❝❡ ✭❚❛❜❧❡ ✶✮✳
❆$$♦❝✐❛ ✐♥❣  ❤❡$❡ "❡$✉❧ $ ✇✐ ❤ $♦✉"❝❡ ♣♦$✐ ✐♦♥$ ♦❜ ❛✐♥❡❞ ✇✐ ❤  ❤❡ $❡✐$♠✐❝  "✐❛♥✲
❣✉❧❛ ✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛✈❡"❛❣❡ ❡$ ✐♠❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ $♦✉"❝❡ ❧♦❝❛ ✐♦♥ ❢♦" ❡❛❝❤ $❡❧❡❝ ❡❞
❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡①♣❧♦$✐♦♥ (✉❛❦❡$ ✭❋✐❣✉"❡ ✶✸✮✳ ❚❤❡ $♦✉"❝❡ ❣❡♥❡"❛ ✐♥❣  ❤❡ ❡①♣❧♦$✐♦♥ (✉❛❦❡$
❝❧❛$$✐✜❡❞ ✐♥  ❤❡ ❢❛♠✐❧② <✵✽ ✐$ ❧♦❝❛ ❡❞ ✐♥  ❤❡ ✈❡♥ ❈✳ ■ ✐$ "❡❧❛ ✐✈❡❧② $✉♣❡"✜❝✐❛❧ ✇✐ ❤
❛ ♠❡❛♥ ❞❡♣ ❤ ♦❢ ∼ ✾✺ ♠ ± ✶✻✵ ♠ ❜❡♥❡❛ ❤  ❤❡ $✉"❢❛❝❡✳ ❚❤❡ $♦✉"❝❡ ❣✐✈✐♥❣ "✐$❡  ♦  ❤❡
❡①♣❧♦$✐♦♥$ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣  ♦  ❤❡ ❢❛♠✐❧② <✵✼ ✐$ ❧♦❝❛ ❡❞ ✐♥  ❤❡ $♦✉ ❤❡"♥ ❝"❛ ❡"✳ ■ $ ❞❡♣ ❤
✐$ $✐♠✐❧❛"  ♦  ❤❡ <✵✽ $♦✉"❝❡ ❞❡♣ ❤✱ ✐✳❡✳ ∼ ✾✼ ♠ ± ✺✵ ♠ ❜❡❧♦✇  ❤❡ $✉"❢❛❝❡✳ ❚❤✉$✱ ✐ ✐$
❛❧$♦ ❛ $✉♣❡"✜❝✐❛❧ $♦✉"❝❡ ♦❢ ❡①♣❧♦$✐♦♥ (✉❛❦❡$✳ ❚❤❡ $♦✉"❝❡$ ❣❡♥❡"❛ ✐♥❣  ❤❡ ❡①♣❧♦$✐♦♥
(✉❛❦❡$ ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡$ ❇✵✷✱ <✵✷✱ <✵✺ ❛♥❞ <✵✻ ❛"❡ ❧♦❝❛ ❡❞ ✐♥  ❤❡ $♦✉ ❤❡"♥ ❝"❛ ❡"✳ ❚❤❡✐"
❛✈❡"❛❣❡ ♣♦$✐ ✐♦♥$✱ ❝♦♠♣✉ ❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣  ❤❡ <❉❋$ ρ3(x, k) ♦❜ ❛✐♥❡❞ ❢♦" ❛❧❧ ❡✈❡♥ $ ♦❢
❛ $❛♠❡ ❢❛♠✐❧②✱ ✐♥❞✐❝❛ ❡ ❛ ❧♦❝❛ ✐♦♥ ❝♦""❡$♣♦♥❞✐♥❣  ♦ ✈❡♥ ❆ "❛ ❤❡"  ❤❛♥  ♦ ✈❡♥ ❇✳
❚❤❡✐" ❞❡♣ ❤$ ❛"❡ ❝❧♦$❡  ♦ ❡❛❝❤ ♦ ❤❡" ❛♥❞ ❛"❡ ❡$ ✐♠❛ ❡❞ ❜❡ ✇❡❡♥ ∼ ✷✻✵ ♠ ± ✷✺✵
♠ ❛♥❞ ∼ ✸✸✵ ♠ ± ✸✸✵ "❡$♣❡❝ ✐✈❡❧② ❜❡❧♦✇  ❤❡ $✉"❢❛❝❡✳ ❚❤❡ $♦✉"❝❡$ ❛  ❤❡ ♦"✐❣✐♥ ♦❢
 ❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡$ ❇✵✸ ❛♥❞ <✵✶ ❛"❡ ❛❧$♦ ❧♦❝❛ ❡❞ ✐♥  ❤❡ $♦✉ ❤❡"♥ ❝"❛ ❡"✳ ❍♦✇❡✈❡"✱  ❤❡✐"
❛✈❡"❛❣❡ ♣♦$✐ ✐♦♥ ✐♥  ❤❡ ❤♦"✐③♦♥ ❛❧ ♣❧❛♥❡ $✉❣❣❡$ $ ❛ $♦✉"❝❡ ❧♦❝❛ ✐♦♥ ✐♥  ❤❡ ❇ ✈❡♥ ✳
❚❤❡ ❡$ ✐♠❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ❞❡♣ ❤ $❤♦✇$  ❤❡"❡ ❛"❡  ❤❡ ❞❡❡♣❡" $♦✉"❝❡$ ✇✐ ❤ ❛♥ ❞❡♣ ❤ ♦❢
✹✷✵ ♠ ± ✷✺✵ ♠ ❢♦" <✵✶ ❛♥❞ ✺✽✺ ♠ ± ✽✵ ♠ ❢♦" ❇✵✸✳
▲♦❝❛$✐♦♥' ♦❢ ▲) ❡✈❡♥$'
❋✐❣✉"❡ ✶✹ $❤♦✇$  ❤❡ "❡$✉❧ $ ♦❜ ❛✐♥❡❞ ❢♦"  ❤❡ ▲< ❡✈❡♥ $✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡$ ♦❢ ❜❛❝❦✲
❛③✐♠✉ ❤ ❛♥❞ ❛♣♣❛"❡♥ ✈❡❧♦❝✐ ② ❝♦♠♣✉ ❡❞ ❢♦"  ❤❡$❡ ❡✈❡♥ $ ❛"❡ ♠♦"❡ $❝❛  ❡"❡❞  ❤❛♥
 ❤♦$❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡❞ ❢♦"  ❤❡ ❡①♣❧♦$✐♦♥ (✉❛❦❡$✳ ❇❛❝❦✲❛③✐♠✉ ❤$ ❛"❡ ♠❛✐♥❧② ❞✐$ "✐❜✉ ❡❞
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Family Depth (meters)
B02 262 ± 250
B03 585 ± 80
P01 420 ± 270
P02 332 ± 330
P05 277 ± 270
P06 277 ± 160
P07 97 ± 50
P08 95 ± 160
1
❚❆❇✳ ✶ ✿ ❊'(✐♠❛(✐♦♥' ♦❢ ❞❡♣(❤' ♦❢ (❤❡ '♦✉4❝❡' ♣♦'✐(✐♦♥ ❝♦♠♣✉(❡❞ ❢♦4 ❡❛❝❤ ❡①♣❧♦'✐♦♥
8✉❛❦❡' ❢❛♠✐❧② ✉'✐♥❣ ❛ 4❛② (4❛❝✐♥❣ ❛❧❣♦4✐(❤♠✳
❜❡(✇❡❡♥ ✷✼✵
◦
❛♥❞ ✸✷✵
◦
❛♥❞ ❛♣♣❛4❡♥( ✈❡❧♦❝✐(✐❡' ❜❡(✇❡❡♥ ✽✵✵ ♠✴' ❛♥❞ ✶✽✵✵ ♠✴'✳ ❆(
(❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ (❤❡ ✷✵✵✽ '❡✐'♠✐❝ ❡①♣❡4✐♠❡♥(✱ (❤❡ ❞❛✐❧② ❛✈❡4❛❣❡ ✈❛❧✉❡' ✇❡4❡ '(❛❜❧❡
✭❛4♦✉♥❞ ✷✾✵
◦
❢♦4 (❤❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉(❤ ❛♥❞ ✶✸✺✵ ♠✴' ❢♦4 (❤❡ ❛♣♣❛4❡♥( ✈❡❧♦❝✐(②✮✳ ❋4♦♠
❏❉ ✼✺ (♦ ❏❉ ✶✸✵✱ (❤❡ ❛✈❡4❛❣❡ ✈❛❧✉❡' '(4♦♥❣❧② ✢✉❝(✉❛(❡ ✇✐(❤ ✈❛4✐❛(✐♦♥' ❣4❡❛(❡4 (❤❛♥
✷✵
◦
❛♥❞ ✽✵✵ ♠✴'✳ ❋4♦♠ ❏❉ ✶✸✵ (♦ ❏❉ ✷✺✵✱ (❤❡ ❞❛✐❧② ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉(❤ ❛✈❡4❛❣❡ ✈❛❧✉❡
✐♥❝4❡❛'❡' ❢4♦♠ ✷✾✵
◦
(♦ ❛❧♠♦'( ✸✶✵
◦
✱ ✐♥❞✐❝❛(✐♥❣ ❛ '♦✉4❝❡ '❤✐❢( (♦✇❛4❞' ♥♦4(❤✳ ❚❤✐'
✐♥❝4❡❛'❡ ✐' ❛''♦❝✐❛(❡❞ ✇✐(❤ ❛ ❞❡❝4❡❛'❡ ♦❢ (❤❡ ❛♣♣❛4❡♥( ✈❡❧♦❝✐(②✱ ❢4♦♠ ✶✺✵✵ ♠✴' (♦
✶✵✵✵ ♠✴'✳ ❆❢(❡4 ❏❉ ✷✺✵✱ (❤❡ ❞❛✐❧② ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉(❤ ❞❡❝4❡❛'❡' ❛♥❞ 4❡(✉4♥' (♦ ❛♥ ❛✈❡4❛❣❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷✾✵
◦
✳ ❱❛4✐❛(✐♦♥' ♦❢ ❛♣♣❛4❡♥( ✈❡❧♦❝✐(②✱ ✐♥ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉' ♠❡❞✐✉♠✱ ❝❛♥ ❜❡
✐♥(❡4♣4❡(❡❞ ❜② ❡✐(❤❡4 ✈❡4(✐❝❛❧ ♦4 ❤♦4✐③♦♥(❛❧ '♦✉4❝❡ ❞✐'♣❧❛❝❡♠❡♥('✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ❞❡❝4❡❛'❡
♦❢ (❤❡ ❛♣♣❛4❡♥( ✈❡❧♦❝✐(② ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❡ ❡✐(❤❡4 (♦ ❛♥ ✉♣✇❛4❞ ✈❡4(✐❝❛❧ ❞✐'♣❧❛❝❡♠❡♥( ♦❢
(❤❡ '♦✉4❝❡ ♦4 (♦ ❛♥ ❤♦4✐③♦♥(❛❧ '❤✐❢( ♦❢ (❤❡ '♦✉4❝❡ (♦✇❛4❞' (❤❡ ❛44❛②✳ ❚♦ ❞✐'(✐♥❣✉✐'❤
(❤❡ ❞✐'♣❧❛❝❡♠❡♥(' ❛( (❤❡ ♦4✐❣✐♥ ♦❢ (❤❡ ❛♣♣❛4❡♥( ✈❡❧♦❝✐(② ✈❛4✐❛(✐♦♥'✱ ✇❡ ♣❧♦((❡❞ ✐♥
❋✐❣✉4❡ ✶✹ (❤❡ ❞✐'(❛♥❝❡ ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ ❞❛✐❧② ❛✈❡4❛❣❡ ▲T '♦✉4❝❡ ❧♦❝❛(✐♦♥ ❛♥❞ (❤❡ ❨✵✺
❛44❛② ♣♦'✐(✐♦♥✳ ❇❡❢♦4❡ ❏❉ ✾✵✱ ✇❡ ♦❜'❡4✈❡❞ ❞✐'(❛♥❝❡ ✢✉❝(✉❛(✐♦♥' ❛''♦❝✐❛(❡❞ (♦ '(❛❜❧❡
❛♣♣❛4❡♥( ✈❡❧♦❝✐(②✳ ❚❤❡'❡ 4❡'✉❧(' '❤♦✇ (❤❛( ❤♦4✐③♦♥(❛❧ ❞✐'♣❧❛❝❡♠❡♥(✱ ❣✐✈❡♥ ❜② (❤❡
❞✐'(❛♥❝❡ (♦ (❤❡ ❨✵✺ ❛44❛②✱ ❛4❡ ❛''♦❝✐❛(❡❞ (♦ ✈❡4(✐❝❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥(' ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ (❤❡ '(❛❜❧❡
✈❛❧✉❡' ♦❢ ❛♣♣❛4❡♥( ✈❡❧♦❝✐(②✳ ❇❡(✇❡❡♥ ❏❉ ✾✵ ❛♥❞ ❏❉ ✶✺✺✱ ❞✐'(❛♥❝❡' ❛4❡ ♠♦4❡ ♦4 ❧❡''
✷✷✼
 ❋✐❣✉$❡ ✶✸ ✿ ▼❛♣ ♦❢ ❨❛/✉$ ✈♦❧❝❛♥♦ ♦♥ ✇❤✐❝❤ 6❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ♣♦/✐6✐♦♥/ ♦❢ 6❤❡ /♦✉$❝❡/
♦❢ ❡❛❝❤ ❡①♣❧♦/✐♦♥ 8✉❛❦❡/ ❢❛♠✐❧② ❛$❡ ❞✐/♣❧❛②❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦/✐6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ /♦✉$❝❡ ❢♦$ ❡❛❝❤
❢❛♠✐❧② ✐/ ❝♦♠♣✉6❡❞ ❢$♦♠ 6❤❡ ♣$♦❞✉❝6 ♦❢ 6❤❡ ?❉❋/ ♦❢ 6❤❡ ♣♦/✐6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ /♦✉$❝❡
ρ3(x, y) ❝❛❧❝✉❧❛6❡❞ ❢♦$ ❛❧❧ 6❤❡ ❡✈❡♥6/ ❝♦♠♣♦/✐♥❣ 6❤❡ ❢❛♠✐❧②✳ ❚❤❡ ❡❧❧✐♣/❡/ ❛$♦✉♥❞ 6❤❡
/♦✉$❝❡ ♣♦/✐6✐♦♥/ $❡♣$❡/❡♥6 6❤❡ $❡/♦❧✉6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ /♦✉$❝❡ ❞❡6❡$♠✐♥❛6✐♦♥ ❛♥❞ ❛$❡ $❡❧❛6❡❞
6♦ 6❤❡ /♣$❡❛❞ ❛♥❞ 6❤❡ /❤❛♣❡ ♦❢ 6❤❡ ♣$♦❞✉❝6 ♦❢ 6❤❡ ?❉❋/ ρ3(x, y)✳ ❚❤❡ /♦✉$❝❡ ❞❡♣6❤/
❞✐/♣❧❛②❡❞ ♦♥ 6❤✐/ ✜❣✉$❡ ✇❡$❡ ❝❛❧❝✉❧❛6❡❞ ✉/✐♥❣ 6❤❡ $❛② 6$❛❝✐♥❣✳ ❚❤❡ 6✇♦ ✇❤✐6❡ ❝✐$❝❧❡/
✐♥❞✐❝❛6❡ 6❤❡ 6✇♦ /✉❜❝$❛6❡$/✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦$/ ❛$❡ 6❤❡ /❛♠❡ ❛/ ❋✐❣✉$❡ ✶✵✳ ❚❤❡ 6✇♦ ♣$♦✜❧❡/
✉/❡❞ 6♦ ♣❧♦6 6❤❡ /♦✉$❝❡/ ❞❡♣6❤/ ❛$❡ ✐♥❞✐❝❛6❡❞ ♦♥ 6❤❡ ♠❛♣ ❜② 6✇♦ ✇❤✐6❡ ❧✐♥❡/✳
✷✷✽
 !❛❜❧❡✳ ❚❤❡)❡❢♦)❡✱ ❛♣♣❛)❡♥! ✈❡❧♦❝✐!② ✈❛)✐❛!✐♦♥ ♦❜ ❡)✈❡❞ ❢♦) !❤✐ ♣❡)✐♦❞  ❡❡♠ !♦ ❜❡
♠❛✐♥❧② ❛  ♦❝✐❛!❡❞ ✇✐!❤ ✈❛)✐❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡  ♦✉)❝❡ ❞❡♣!❤✳ ❇❡!✇❡❡♥ ❏❉ ✶✺✺ ❛♥❞ ❏❉ ✷✺✵✱
♣❡)✐♦❞ ❝❤❛)❛❝!❡)✐③❡❞ ❜② ❛ ♣)♦❣)❡  ✐✈❡ ❞❡❝)❡❛ ❡ ♦❢ !❤❡ ❛♣♣❛)❡♥! ✈❡❧♦❝✐!②✱ ❞✐ !❛♥❝❡ 
✜) ! ❞❡❝)❡❛ ❡ ✉♥!✐❧ ❏❉ ✶✽✵ !❤❡♥ ♣)♦❣)❡  ✐✈❡❧② ✐♥❝)❡❛ ❡✳ ❇❡❢♦)❡ ❏❉ ✶✽✵✱ !❤❡ ❞❡❝)❡❛ ❡
♦❢ ❛♣♣❛)❡♥! ✈❡❧♦❝✐!② ♠❛② ❜❡ ♠❛✐♥❧② )❡❧❛!❡❞ !♦ !❤❡  ❤♦)!❡♥✐♥❣ ❞✐ !❛♥❝❡ ❜❡!✇❡❡♥ !❤❡
▲C  ♦✉)❝❡ ❛♥❞ !❤❡ ❨✵✺ ❛))❛②✳ ❆❢!❡) ❏❉ ✶✽✵✱ !❤❡ ❞✐ !❛♥❝❡ ♦❢ !❤❡  ♦✉)❝❡ ✐♥❞✐❝❛!❡ 
!❤❛! !❤❡ ❛♣♣❛)❡♥! ✈❡❧♦❝✐!② ❞❡❝)❡❛ ❡ ✐ ♠❛✐♥❧② )❡❧❛!❡❞ !♦ ✈❛)✐❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ▲C  ♦✉)❝❡
❞❡♣!❤✳ ❆❢!❡) ❏❉ ✷✺✵✱ ❞✐ !❛♥❝❡ ❞♦♥✬!  ✐❣♥✐✜❝❛♥!❧② ✈❛)② !❤❛! ✐♥❞✐❝❛!❡ ❛ ❞✐ ♣❧❛❝❡♠❡♥!
♦❢ !❤❡  ♦✉)❝❡ !♦✇❛)❞  ♦✉!❤✱ ♠❛)❦❡❞ ❜② ❛ ❞❡❝)❡❛ ❡ ♦❢ !❤❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉!❤✱ ✇✐!❤♦✉!
❞❡♣!❤ ✈❛)✐❛!✐♦♥✳ ❋✐❣✉)❡ ✶✹ ❛❧ ♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤! !❤)❡❡ ✇❡❧❧ ♠❛)❦❡❞ ✈❛)✐❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❜❛❝❦✲
❛③✐♠✉!❤✳ ❚❤❡ ✜) ! ❜❡!✇❡❡♥ ❏❉ ✼✺ ❛♥❞ ✾✵✱ !❤❡  ❡❝♦♥❞ ❜❡!✇❡❡♥ ❏❉ ✶✻✸ ❛♥❞ ✶✼✸ ❛♥❞
!❤❡ !❤✐)❞ ❜❡!✇❡❡♥ ❏❉ ✷✹✵ ❛♥❞ ✷✺✵✳ ❚❤❡② ❛)❡ ❜♦!❤ ❝❤❛)❛❝!❡)✐③❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝)❡❛ ❡ ♦❢
!❤❡ ❛✈❡)❛❣❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡) ✈❛)✐❛!✐♦♥ ♦❢ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉!❤ ♦❜ ❡)✈❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛)❡❞
!♦ !❤❡ ❛♣♣❛)❡♥! ✈❡❧♦❝✐!② ❛♥❞ ❞✐ !❛♥❝❡ ✈❛)✐❛!✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥!❡)♣)❡!❡❞ ❜② ❤♦)✐③♦♥!❛❧
♠♦✈❡♠❡♥! ♦❢ !❤❡  ♦✉)❝❡ !♦✇❛)❞ ♥♦)!❤ ❞✉)✐♥❣ ❢❡✇ ❞❛② ✱ ✇✐!❤♦✉!  ✐❣♥✐✜❝❛♥! ✈❡)!✐❝❛❧
❞✐ ♣❧❛❝❡♠❡♥! ✳
❚❤❡  ♦✉)❝❡ ❞❡♣!❤ ♦❢ ▲C ❡✈❡♥! ✐ ❡ !✐♠❛!❡❞ ✉ ✐♥❣ !❤❡ ❞✐✛❡)❡♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣❛)❡♥!
✈❡❧♦❝✐!② ❝❛❧❝✉❧❛!❡❞ ❢♦) ❡①♣❧♦ ✐♦♥ Q✉❛❦❡ ❛♥❞ ▲C ❡✈❡♥! ✭❊Q✉❛!✐♦♥ ✽ ❛♥❞ ✾✮✳ ❲❡ ✉ ❡
!❤❡ ❡①♣❧♦ ✐♦♥ Q✉❛❦❡ ❢❛♠✐❧② C✵✶ ❛ ❛ )❡❢❡)❡♥❝❡ ✐♥ !❤❡ ❡ !✐♠❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❞❡♣!❤ ❜❡❝❛✉ ❡
!❤❡  ♦✉)❝❡ ♣♦ ✐!✐♦♥ ♦❢ !❤✐ ❢❛♠✐❧② ✐♥ !❤❡ ❤♦)✐③♦♥!❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐ !❤❡ ❝❧♦ ❡ ! !♦ !❤❛! ♦❢
▲C ❡✈❡♥! ✳ ❯ ✐♥❣ )❛② !)❛❝✐♥❣✱ !❤❡ ♠❡❛♥  ♦✉)❝❡ ♣♦ ✐!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ C✵✶ ❡✈❡♥! ❤❛ ❜❡❡♥
❧♦❝❛!❡❞ ✹✷✵ ♠ ❜❡❧♦✇ ✈❡♥! ❇ ✐♥ !❤❡  ♦✉!❤❡)♥ ❝)❛!❡) ✭❤✮✱ ❛! ❛♥ ❤♦)✐③♦♥!❛❧ ❞✐ !❛♥❝❡
♦❢ ✺✻✺ ♠ !♦ !❤❡ ❨✵✺ ❛))❛② ✭)✮✳ ❑♥♦✇✐♥❣ !❤❡ ❛✈❡)❛❣❡ ❛♣♣❛)❡♥! ✈❡❧♦❝✐!② ♦❢ !❤❡ C✵✶
❢❛♠✐❧② ✭V P01app = 940± 75 ♠✴ ✮✱ !❤❡ ❛♥❣❧❡ αP01 ✭∼ ✸✼◦✮ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢)♦♠ !❤❡ C✵✶  ♦✉)❝❡
❧♦❝❛!✐♦♥ ❛♥❞ !❤❡ ❞❛✐❧② ❛♣♣❛)❡♥! ✈❡❧♦❝✐!② ♦❢ ▲C ❡✈❡♥! ✭V LPapp ✮✱ ✇❡ ❡ !✐♠❛!❡❞ !❤❡ ❛♥❣❧❡
αLP ✉ ✐♥❣ !❤❡ ❡Q✉❛!✐♦♥ ✭✽✮ ❢♦) ♠♦✈✐♥❣ !✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ✶✵ ❞❛② !❤❛! ❛)❡  ❤✐❢!❡❞ ♦❢ ✸
❞❛② ✳ ❋♦) ❡❛❝❤ !✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✱ ✇❡ ✉ ❡❞ ❡Q✉❛!✐♦♥ ✭✾✮ !♦ ❞❡!❡)♠✐♥❡ !❤❡ ▲C  ♦✉)❝❡ ❞❡♣!❤
)❡♣)❡ ❡♥!❡❞ ❜② !❤❡ !❡)♠ ❤✰∆❤✳ ❚❛❦✐♥❣ C✵✶ ❢❛♠✐❧② ❞❡♣!❤ ❛ )❡❢❡)❡♥❝❡✱ ✇❡ ❡ !✐♠❛!❡❞
!❤❡ ❞❡♣!❤ ♦❢ ❡①♣❧♦ ✐♦♥ Q✉❛❦❡ ❢♦) ♦!❤❡) ❢❛♠✐❧✐❡ ✉ ✐♥❣ !❤❡  ❛♠❡ ❛♣♣)♦❛❝❤✳ ❘❡ ✉❧! 
 ❤♦✇ ❞✐✛❡)❡♥❝❡ ♦❢ ✶✺ !♦ ✽✺ ♠ ✇✐!❤ )❡ ♣❡❝! !♦ ❞❡♣!❤ ✈❛❧✉❡ ♦❜!❛✐♥❡❞ ✉ ✐♥❣ !❤❡ )❛②
!)❛❝✐♥❣✳ ❚❤✐ ❞✐✛❡)❡♥❝❡ ✐♥ ❞❡♣!❤✱ ❛❞❞❡❞ !♦ !❤❡ ❡))♦) ♦♥ !❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛!✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❛)❡♥!
✷✷✾
280
300
320
340
360
M
a
x
 P
D
F
 B
−
A
 Y
0
5
 (
d
e
g
)
0
400
800
1200
1600
A
p
p
a
re
n
t 
v
e
lo
c
it
y
 Y
0
5
 (
m
/s
)
0
200
400
600
800
1000
120
D
is
ta
n
c
e
 f
ro
m
 Y
0
5
 (
m
)
0 50 100 150 200 250 300 350
Time (day)
❋✐❣✉$❡ ✶✹ ✿ ❉✐*+$✐❜✉+✐♦♥ ❛* ❛ ❢✉♥❝+✐♦♥ ♦❢ +✐♠❡ ♦❢ +❤❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉+❤ ❛♥❞ +❤❡ ❛♣♣❛$❡♥+
✈❡❧♦❝✐+② ❝♦♠♣✉+❡❞ ❛+ ❨✵✺ ❢♦$ ❡❛❝❤ ▲@ ❡✈❡♥+ ✭♣✉$♣❧❡ ♣♦✐♥+*✮✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ♣♦✐♥+* ✇✐+❤
+❤❡✐$ ❡$$♦$ ❜❛$* ❝♦$$❡*♣♦♥❞ +♦ +❤❡ ❞❛✐❧② ❛✈❡$❛❣❡* ❛♥❞ +❤❡ *+❛♥❞❛$❞ ❞❡✈✐❛+✐♦♥*✳ ❚❤❡
❣$❛② ❛$❡❛ ✐♥❞✐❝❛+❡* +❤❡ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉+❤ ❝♦$$❡*♣♦♥❞✐♥❣ +♦ +❤❡ ✈❡♥+* ❆ ❛♥❞ ❇ ❛♥❞ +❤❡
❜❡✐❣❡ ❛$❡❛ ✐♥❞✐❝❛+❡* +❤❡ ✈❡♥+ ❈✳ ❚❤❡ ❞✐*+❛♥❝❡ *❡♣❛$❛+✐♥❣ +❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ❞❛✐❧② ▲@ *♦✉$❝❡
♣♦*✐+✐♦♥ ❢$♦♠ +❤❡ ❛$$❛② ❨✵✺ ✐* ❛❧*♦ $❡♣$❡*❡♥+❡❞ ❛* ❛ ❢✉♥❝+✐♦♥ ♦❢ +✐♠❡✳
✷✸✵
✈❡❧♦❝✐&②✱ ✐) ✉)❡❞ ❛) ❛♥ ❡)&✐♠❛&❡ ♦❢ &❤❡ ❡11♦1) ✐♥ ▲3 )♦✉1❝❡ ❞❡♣&❤✳ ▲3 ❡✈❡♥&) ❧♦❝❛&✐♦♥)✱
❞✐)♣❧❛②❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉1❡ ✶✺✱ )❤♦✇ &❤❛& ♠♦)& ♦❢ &❤❡ ▲3 ❡✈❡♥&) ❛1❡ ❧♦❝❛&❡❞ ❜❡&✇❡❡♥ ✽✵✵
❛♥❞ ✶✱✵✵✵ ♠❡&❡1) ❜❡❧♦✇ &❤❡ )✉1❢❛❝❡ ✭✺✺✵ &♦ ✼✵✵ ❜❡❧♦✇ )❡❛ ❧❡✈❡❧✮✳ ❉✉1✐♥❣ &❤❡ ♣❡1✐♦❞
♦❢ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉&❤ ✐♥❝1❡❛)✐♥❣ ❛♥❞ ❛♣♣❛1❡♥& ✈❡❧♦❝✐&② ❞❡❝1❡❛)✐♥❣✱ &❤❡ ❞❡♣&❤ ♦❢ &❤❡ ▲3
❡✈❡♥&) ❞❡❝1❡❛)❡) 1❡❛❝❤✐♥❣ ✸✺✵ ♠ ❜✳)✳❧✳ ❋✐❣✉1❡ ✶✺ ❛❧)♦ )❤♦✇) &❤❡ )♣❛&✐❛❧ ❞✐)&1✐❜✉&✐♦♥
♦❢ &❤❡ ▲3 )♦✉1❝❡)✳ ❚❤❡② ❛1❡ ❧♦❝❛&❡❞ ❜❡❧♦✇ &❤❡ )♦✉&❤✲❡❛)&❡1♥ ♣❛1& ♦❢ &❤❡ ✈♦❧❝❛♥♦✱
♠❛✐♥❧② ❜❡❧♦✇ &❤❡ ✢❛♥❦✳
❆) ♠❡♥&✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✈❛1✐❛&✐♦♥) ♦❢ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉&❤ ❛♥❞ ❛♣♣❛1❡♥& ✈❡❧♦❝✐&② ❛1❡ ♦❜✲
)❡1✈❡❞ ❢♦1 ❡①♣❧♦)✐♦♥ J✉❛❦❡) ❛♥❞ ▲3 ❡✈❡♥&)✳ ❋♦1 ❡①♣❧♦)✐♦♥ J✉❛❦❡)✱ &❤❡)❡ ✈❛1✐❛&✐♦♥)
♦❢&❡♥ 1❡✢❡❝& )❤✐❢&) ♦❢ ❛❝&✐✈✐&② ❢1♦♠ &❤❡ )♦✉&❤❡1♥ ❝1❛&❡1 &♦ &❤❡ ♥♦1&❤❡1♥ ❝1❛&❡1✳ ❋♦1
▲3 ❡✈❡♥&)✱ &❤❡② ❝♦11❡)♣♦♥❞ &♦ ♠♦❞❡1❛&❡ ❞✐)♣❧❛❝❡♠❡♥&) ♦❢ &❤❡ )♦✉1❝❡) ❜❡♥❡❛&❤ &❤❡
)♦✉&❤✲❡❛)&❡1♥ ✢❛♥❦✳ ❈♦♠♣❛1✐♥❣ &❤❡ ✈❛1✐❛&✐♦♥) ♦❜)❡1✈❡❞ ❢♦1 ❡①♣❧♦)✐♦♥ J✉❛❦❡) ❛♥❞ ▲3
❡✈❡♥&)✱ ✇❡ ♥♦&✐❝❡❞ &❤❛& )✉1❢❛❝❡ ❛♥❞ ❞❡❡♣ ❛❝&✐✈✐&✐❡) ❛1❡ ♥♦& ❝♦11❡❧❛&❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ &❤❡
✐♥❝1❡❛)❡ ♦❢ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉&❤ ✐❞❡♥&✐✜❡❞ ❢♦1 ▲3 ❡✈❡♥&) ❞♦❡) ♥♦& ❝♦11❡)♣♦♥❞ &♦ ❝❤❛♥❣❡) ❢♦1
❡①♣❧♦)✐♦♥ J✉❛❦❡) ♣♦)✐&✐♦♥)✳ ❈♦♥✈❡1)❡❧②✱ ♣❡1✐♦❞) ♠❛1❦❡❞ ❜② ❛ )❤✐❢& ♦❢ ❡①♣❧♦)✐♦♥ J✉❛❦❡
❛❝&✐✈✐&② ❢1♦♠ ❙♦✉&❤ &♦ ◆♦1&❤ ❞♦ ♥♦& ❝♦11❡)♣♦♥❞ &♦ ✈❛1✐❛&✐♦♥ ♦❢ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉&❤ ✭❛♥❞
❛♣♣❛1❡♥& ✈❡❧♦❝✐&②✮ ❢♦1 &❤❡ ▲3 ❡✈❡♥&)✳ ❋✐❣✉1❡ ✶✻ ✐❧❧✉)&1❛&❡) &❤✐) ❢❡❛&✉1❡✳ ❉✉1✐♥❣ &❤❡
♣❡1✐♦❞ ❜❡&✇❡❡♥ ❏❉ ✷✵✽ ❛♥❞ ❏❉ ✷✶✹ ✭❏✉❧② ✷✻&❤ &♦ ❆✉❣✉)& ✶)&✱ ✷✵✵✽✮✱ &❤❡ ❡①♣❧♦)✐♦♥
J✉❛❦❡) ❛❝&✐✈✐&② ♠✐❣1❛&❡) ❢1♦♠ &❤❡ )♦✉&❤❡1♥ ❝1❛&❡1 ✭❢❛♠✐❧✐❡) 3✵✶✱ 3✵✷✱ 3✵✺ ❛♥❞ 3✵✻✮
&♦ &❤❡ ♥♦1&❤❡1♥ ❝1❛&❡1 ✭❢❛♠✐❧② 3✵✽✮✳ ❉❡)♣✐&❡ &❤✐) )❤✐❢& ♦❢ ❛❝&✐✈✐&②✱ ❜❛❝❦✲❛③✐♠✉&❤) ❛♥❞
❛♣♣❛1❡♥& ✈❡❧♦❝✐&✐❡) ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢♦1 ▲3 ❡✈❡♥&) 1❡♠❛✐♥ )&❛❜❧❡✳ ❚❤✐) ❜❡❤❛✈✐♦1 )❤♦✇) &❤❛&
❡①♣❧♦)✐♦♥ J✉❛❦❡) ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❞✐)&✐♥❝& )♦✉1❝❡) ✭♦♥❡ ❢♦1 &❤❡ ♥♦1&❤ ❝1❛&❡1 ❛♥❞ )❡✈❡1❛❧
)♦✉1❝❡) ❢♦1 &❤❡ )♦✉&❤ ❝1❛&❡1✮ ✇❤❡1❡❛) ▲3 ❡✈❡♥&) ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ )✐♥❣❧❡ )♦✉1❝❡✳ ▼♦1❡♦✲
✈❡1✱ ❝❤❛♥❣❡) ❛✛❡❝&✐♥❣ &❤❡ ▲3 )♦✉1❝❡ ❞♦❡)♥✬& ✐♥❞✉❝❡ ❝❤❛♥❣❡) ♦♥ &❤❡ )♦✉1❝❡ ♣♦)✐&✐♦♥)
♦❢ ❡①♣❧♦)✐♦♥ J✉❛❦❡)✳
✷✸✶
 ❋✐❣✉$❡ ✶✺ ✿ ▼❛♣ ♦❢ ❨❛/✉$ ✈♦❧❝❛♥♦ ♦♥ ✇❤✐❝❤ 6❤❡ ▲8 ❡✈❡♥6 /♦✉$❝❡ ❧♦❝❛6✐♦♥/✱ ❛✈❡$❛❣❡❞ ♦♥
✶✵✲❞❛② 6✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇/✱ ❛$❡ ❞✐/♣❧❛②❡❞✳ ❚❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ♣♦/✐6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ /♦✉$❝❡ ✐/ ❝♦♠♣✉6❡❞
❢$♦♠ 6❤❡ ♣$♦❞✉❝6 ♦❢ 6❤❡ 8❉❋/ ρ3(x, y)✳ ❚❤❡ ❡❧❧✐♣/❡/ ❛$♦✉♥❞ 6❤❡ /♦✉$❝❡ ♣♦/✐6✐♦♥/
$❡♣$❡/❡♥6 6❤❡ $❡/♦❧✉6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ /♦✉$❝❡ ❞❡6❡$♠✐♥❛6✐♦♥ ❛♥❞ ❛$❡ ❝❛❧❝✉❧❛6❡❞ ✉/✐♥❣ 6❤❡
❡①♣$❡//✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ C✉❛❞$❛6✐❝ $❛❞✐✉/✳ ❚❤❡ /♦✉$❝❡ ♣♦/✐6✐♦♥/ ❛$❡ ♣$♦❥❡❝6❡❞ ♦♥6♦ ❛ ◆❲✲
❙❊ ♣$♦✜❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦$ ❣$❛❞✐❡♥6 ♣$♦✈✐❞❡/ ❛♥ ✐♥❢♦$♠❛6✐♦♥ ♦♥ 6❤❡ ❞❡♣6❤ ♦❢ 6❤❡ /♦✉$❝❡✳
✷✸✷
280
300
320
340
280
300
320
340
M
a
x
 P
D
F
 B
−
A
 Y
0
5
 (
d
e
g
)
280
300
320
340
204 206 208 210 212 214 216
Time (day)
a)
0
400
800
1200
1600
0
400
800
1200
1600
A
p
p
a
re
n
t 
v
e
lo
c
it
y
 Y
0
5
 (
m
/s
)
0
400
800
1200
1600
204 206 208 210 212 214 216
Time (day)
b)
❋✐❣✉$❡ ✶✻ ✿ ❉✐*+$✐❜✉+✐♦♥ ♦❢ ❛✮ +❤❡ ♠❛①✐♠✉♠* ♦❢ +❤❡ 5❉❋ ρk2(α) ❛♥❞ ❜✮ +❤❡ ❛♣♣❛$❡♥+
✈❡❧♦❝✐+✐❡* ❝♦♠♣✉+❡❞ ❛+ ❨✵✺ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ❥✉❧✐❛♥ ❞❛②* ✷✵✸ ❛♥❞ ✷✶✼ ✭❏✉❧② ✷✶ ❛♥❞ ❆✉❣✉*+
✸✱ ✷✵✵✽ $❡*♣❡❝+✐✈❡❧②✮✳ ❚❤❡ +❤$❡❡ ♣❛♥❡❧* ❞✐*♣❧❛② +❤❡ 5✵✽ ❡①♣❧♦*✐♦♥ K✉❛❦❡* ❧♦❝❛+❡❞ ✐♥
+❤❡ ♥♦$+❤ ❝$❛+❡$✱ +❤❡ ♦+❤❡$ ❢❛♠✐❧✐❡* ♦❢ ❡①♣❧♦*✐♦♥ K✉❛❦❡* ❧♦❝❛+❡❞ ✐♥ +❤❡ *♦✉+❤ ❝$❛+❡$
❛♥❞ +❤❡ ▲5 ❡✈❡♥+*✳ ❈♦❧♦$* ✉*❡❞ ♦♥ +❤✐* ✜❣✉$❡ ❛$❡ +❤❡ *❛♠❡ ❛* ❋✐❣✉$❡ ✶✶ ❢♦$ ❡①♣❧♦*✐♦♥
K✉❛❦❡* ❛♥❞ ❋✐❣✉$❡ ✶✹ ❢♦$ ▲5 ❡✈❡♥+*✳ ❚❤❡ ❣$❡② ❛$❡❛ ✐♥❞✐❝❛+❡* +❤❡ ♣❡$✐♦❞ ❞✉$✐♥❣ ✇❤✐❝❤
+❤❡ ❨❛*✉$ ❛❝+✐✈✐+② ✇❛* ♠❛✐♥❧② ❧♦❝❛+❡❞ ✐♥ +❤❡ ♥♦$+❤ ❝$❛+❡$✳
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❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ❋♦( "❤❡ ♦"❤❡( %❡✐%♠✐❝ ❛((❛②%✱ ✐✳❡✳ ❨✵✶✱ ❨✵✽ ❛♥❞ ❨✶✵✱ "❤❡ ❛✈❡(❛❣❡ @❉❋ %❤♦✇
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 ✐✈✐ ② ♠❛✐♥❧② ♦❝❝✉**❡❞ ✐♥  ❤❡ 1♦✉ ❤❡*♥ 1✉❜❝*❛ ❡* ❛♥❞ ✐1 ❝❤❛*❛❝ ❡*✐③❡❞ ❜② ❡①♣❧♦1✐♦♥
K✉❛❦❡1 ❧♦❝❛ ❡❞ ❜❡ ✇❡❡♥ ∼ ✾✺ ❛♥❞ ✺✽✺ ♠ ❜❡❧♦✇  ❤❡ ❆ ❛♥❞ ❇ ✈❡♥ 1 ✭❋✐❣✳ ✶✸✮✳ ❍♦✇❡✲
✈❡*✱  ❤❡  ❡♠♣♦*❛❧ ❡✈♦❧✉ ✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❧♦1✐♦♥ K✉❛❦❡ ❢❛♠✐❧✐❡1 1❤♦✇❡❞ ♣❡*✐♦❞1 ♦❢ ❢❡✇ ❞❛②1
❞✉*✐♥❣ ✇❤✐❝❤  ❤❡ ❛❝ ✐✈✐ ② ♠✐❣*❛ ❡1 ❢*♦♠ 1♦✉ ❤  ♦ ♥♦* ❤ ♦❢ ❨❛1✉* ❝*❛ ❡*✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡*✲
1❡❧② ✭♣❡*✐♦❞1 ❛*♦✉♥❞ ❏✉❧② ✷✹ ❤ ❛♥❞ ❆✉❣✉1 ✷✵ ❤✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ♣❡*✐♦❞ ❞✉*✐♥❣ ✇❤✐❝❤  ❤❡
✈♦❧❝❛♥♦ ✐1 ❛❝ ✐✈❡ ✐♥  ❤❡  ✇♦ 1✉❜❝*❛ ❡*1 ✭❛*♦✉♥❞ ▼❛② ✷♥❞✮✳ ❚❤❡ ♣❡*✐♦❞1 ♠❛*❦❡❞ ❜② ❛
✈♦❧❝❛♥✐❝ ❛❝ ✐✈✐ ② ✐♥  ❤❡ ♥♦* ❤❡*♥ ❝*❛ ❡* ❛*❡ ❝❤❛*❛❝ ❡*✐③❡❞ ❜② ❡①♣❧♦1✐♦♥ K✉❛❦❡1 ❧♦❝❛ ❡❞
∼ ✾✺ ♠ ❜❡❧♦✇  ❤❡ ❈ ✈❡♥ ✳ ❚❤❡ ▲M ❡✈❡♥ 1 *❡❧❛ ❡❞  ♦  ❤❡ ❞❡❡♣ ✈♦❧❝❛♥✐❝ ❛❝ ✐✈✐ ② ❛♥❞
❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥  ❤✐1 1 ✉❞② ❜❡❧♦♥❣  ♦ ❛ 1✐♥❣❧❡ ♠❛❥♦* ❢❛♠✐❧② ♦❢ 1✐♠✐❧❛* ❡✈❡♥ 1✳ ❚❤❡✐* 1♦✉*❝❡
♣♦1✐ ✐♦♥1 ✐♥  ❤❡ ❤♦*✐③♦♥ ❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❜ ❛✐♥❡❞ ✇✐ ❤  ❤❡ 1❡✐1♠✐❝  *✐❛♥❣✉❧❛ ✐♦♥ 1❤♦✇  ❤❛ 
 ❤❡1❡ ❡✈❡♥ 1 ❛*❡ ♥♦ ❧♦❝❛ ❡❞ ❜❡❧♦✇  ❤❡ ✈❡♥ 1 ❜✉ ❜❡♥❡❛ ❤  ❤❡ 1♦✉ ❤✲❡❛1 ✈♦❧❝❛♥♦
✢❛♥❦ ✭❋✐❣✳ ✶✺✮✳ ❚❤❡ ❡1 ✐♠❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ 1♦✉*❝❡1 ❞❡♣ ❤ 1❤♦✇1  ❤❛  ❤❡ ▲M ❡✈❡♥ 1 ❛*❡
❣❡♥❡*❛ ❡❞ ❜❡ ✇❡❡♥ ✼✵✵ ♠ ❛♥❞ ✶✵✵✵ ♠ ❜❡❧♦✇  ❤❡ 1✉*❢❛❝❡✳
❚❤❡  ❡♠♣♦*❛❧ ❛♥❛❧②1✐1 ♦❢  ❤❡ 1❡✐1♠✐❝✐ ② ❛❧❧♦✇❡❞  ♦ *❡❧❛ ❡  ❤❡ ▲M ❡✈❡♥ 1 ❛♥❞  ❤❡
❡①♣❧♦1✐♦♥ K✉❛❦❡1✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✼✪ ♦❢  ❤❡ ❝❧❛11✐✜❡❞ 1❡✐1♠✐❝✐ ② 1❤♦✇1 ❛ ▲M 1✐❣♥❛❧ ♦❝❝✉**✐♥❣
✶✵  ♦ ✷✵ 1❡❝♦♥❞1 ❜❡❢♦*❡  ❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧♦1✐♦♥✳ ▲♦❝❛ ✐♦♥ 1❤♦✇❡❞  ❤❛ ▲M
❡✈❡♥ 1 ❛*❡ ❞❡❡♣❡*  ❤❛♥ ❡①♣❧♦1✐♦♥ K✉❛❦❡1✳ ❋✐❣✉*❡ ✶✼ ❞✐1♣❧❛②1 1♦✉*❝❡ ❧♦❝❛ ✐♦♥1 ♦❢ ❛
✷✸✺
▲! ❡✈❡♥% ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣❧♦,✐♦♥ .✉❛❦❡ ♦❝❝✉22✐♥❣ ♦♥ ❏✉❧② ✸✵%❤✱ ✷✵✵✽✳ ❚❤❡ ▲! ❡✈❡♥% ✐,
❧♦❝❛%❡❞ ∼ ✽✵✵ ♠ ❜❡❧♦✇ %❤❡ ❡❛,% ✢❛♥❦ ✇❤❡2❡❛, %❤❡ ❡①♣❧♦,✐♦♥ .✉❛❦❡✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉2, ✶✼
,❡❝♦♥❞, ❛❢%❡2✱ ✐, ❧♦❝❛%❡❞ ∼ ✾✵ ♠ ❜❡♥❡❛%❤ %❤❡ ✈❡♥% ❈✳ ❚❤✐, ,❡.✉❡♥❝❡ ❤❛, ❛❧2❡❛❞② ❜❡❡♥
❤✐❣❤❧✐❣❤%❡❞ ✐♥ ♣2❡✈✐♦✉, ,%✉❞✐❡, ❜② ◆❛❜②❧ ❡& ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪ ❛♥❞ ●❛)❛❡❜✐&✐ ❛♥❞ ◆✐-❤✐♠✉)❛
❬✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡,❡ ❛✉%❤♦2, ✐❞❡♥%✐✜❡❞ ,✐❣♥❛❧, ❝♦♠♣♦,❡❞ ♦❢ ❛ ❧♦✇✲❢2❡.✉❡♥❝② ♣❤❛,❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② ❛ ,❡❝♦♥❞ ♣❤❛,❡ ❝♦♥%❛✐♥✐♥❣ ❤✐❣❤❡2 ❢2❡.✉❡♥❝✐❡,✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❝♦✉,%✐❝ ✇❛✈❡,✳ ❆ ❝♦♠♣❛✲
2✐,♦♥ ✇✐%❤ ,✐❣♥❛❧, ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ %❤✐, ✇♦2❦ ,✉❣❣❡,%, %❤❛% %❤❡ ✜2,% ❧♦✇✲❢2❡.✉❡♥❝② ♣❤❛,❡
♣2♦❜❛❜❧② ❝♦22❡,♣♦♥❞, %♦ %❤❡ ▲! ❡✈❡♥% ❛♥❞ %❤❡ ,❡❝♦♥❞ ♣❤❛,❡ %♦ %❤❡ ❡①♣❧♦,✐♦♥ .✉❛❦❡✳
◆❛❜②❧ ❡& ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪ ♣2♦♣♦,❡❞ ❛ ❝♦♠♣❛2❛%✐✈❡ ,%✉❞② ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ,❡✐,♠✐❝✐%② 2❡❝♦2❞❡❞
❛% ❨❛,✉2 ✈♦❧❝❛♥♦ ❛♥❞ %❤❡ ,❡✐,♠✐❝✐%② 2❡❝♦2❞❡❞ ❛% ❙%2♦♠❜♦❧✐ ✈♦❧❝❛♥♦ %♦ ✐❞❡♥%✐❢② %❤❡
♦2✐❣✐♥ ♦❢ %❤❡ ❧♦✇✲❢2❡.✉❡♥❝② ,✐❣♥❛❧, ❣❡♥❡2❛%❡❞ ❜② %❤❡,❡ %✇♦ ✈♦❧❝❛♥♦❡,✳ ❚❤❡ ❧❛%%❡2
❤✐❣❤❧✐❣❤%❡❞ ,❡✐,♠✐❝ ,✐♠✐❧❛2✐%✐❡, 2❡❧❛%❡❞ %♦ %❤❡ ❝♦♥%✐♥✉♦✉, ,%2♦♠❜♦❧✐❛♥ ❛❝%✐✈✐%② ✇❤✐❝❤
❝❤❛2❛❝%❡2✐③❡, ❨❛,✉2 ❛♥❞ ❙%2♦♠❜♦❧✐✳ ❚❤✐, ❛♥❛❧♦❣② ,✉❣❣❡,%, ,✐♠✐❧❛2 ✈♦❧❝❛♥✐❝ ♣2♦❝❡,,❡,
❢♦2 %❤❡ ❣❡♥❡2❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❧♦✇✲❢2❡.✉❡♥❝② ,✐❣♥❛❧,✳
❊!✉♣$✐✈❡ ♠♦❞❡❧
❙❡✈❡2❛❧ ,%✉❞✐❡, ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ 2❡❛❧✐③❡❞ %♦ ✉♥❞❡2,%❛♥❞ %❤❡ ✈♦❧❝❛♥✐❝ ❞②♥❛♠✐❝, ❛♥❞ %❤❡
❛,,♦❝✐❛%❡❞ ♣2♦❝❡,,❡, ❧✐♥❦❡❞ %♦ %❤❡ ,%2♦♠❜♦❧✐❛♥ ❡①♣❧♦,✐♦♥,✳ ❏❛✉♣❛)& ❛♥❞ ❱❡)❣♥✐♦❧❧❡
❬✶✾✽✽✱ ✶✾✽✾❪ ♣2♦♣♦,❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ %♦ ❡①♣❧❛✐♥ %❤❡ ,%2♦♠❜♦❧✐❛♥ ❡2✉♣%✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝,✳ ❚❤❡✐2
❛♥❛❧♦❣ ❡①♣❡2✐♠❡♥%✱ ❝❤❛2❛❝%❡2✐③✐♥❣ ❛ ♠❛❣♠❛ ❝❤❛♠❜❡2 ❛♥❞ ❛ %❤✐♥ ♣✐♣❡✱ ,❤♦✇, %❤❡
❣❛, ,❧✉❣, ❛% %❤❡ ♦2✐❣✐♥ ♦❢ %❤❡ ,%2♦♠❜♦❧✐❛♥ ❡①♣❧♦,✐♦♥, ❛2❡ ❢♦2♠❡❞ ❢✉2%❤❡2 ❜② %❤❡
❝♦❛❧❡,❝❡♥❝❡ ❛♥❞ %❤❡ ❝♦❧❧❛♣,❡ ♦❢ ❛ ❣❛, ❢♦❛♠ ❛% %❤❡ 2♦♦❢ ♦❢ %❤❡ 2❡,❡2✈♦✐2✳ ■♥ ♦2❞❡2 %♦
✐❞❡♥%✐❢② %❤❡ ♣2♦❝❡,,❡, ❣❡♥❡2❛%✐♥❣ %❤❡ ,❡✐,♠✐❝ ,✐❣♥❛❧, 2❡❝♦2❞❡❞ ❛% ❙%2♦♠❜♦❧✐ ✈♦❧❝❛♥♦
❬❇)❛✉♥ ❛♥❞ ❘✐♣❡♣❡✱ ✶✾✾✸ ❀ ❘✐♣❡♣❡✱ ✶✾✾✻ ❀ ❘✐♣❡♣❡ ❡& ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✱ ❘✐♣❡♣❡ ❡& ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪ ✉,❡❞
❛ ,✐♠✐❧❛2 ❛♥❛❧♦❣ ❡①♣❡2✐♠❡♥% ♦♥ ✇❤✐❝❤ %❤❡② ✐♥%❡❣2❛%❡❞ %✇♦ ❛❝♦✉,%✐❝ ,❡♥,♦2,✳ ❚❤❡②
♥♦%✐❝❡❞ %❤❛% %❤❡ ❧♦✇✲❢2❡.✉❡♥❝② ,✐❣♥❛❧, ❛2❡ ❣❡♥❡2❛%❡❞ ✇❤❡♥ %❤❡ ❣❛, ❜✉❜❜❧❡ ❜❡❣✐♥, %♦
❛,❝❡♥% ✐♥ %❤❡ ♣✐♣❡✳ ❚❤❡② ,✉❣❣❡,%❡❞ %❤❛% %❤❡ ,✐❣♥❛❧ ✐, ♣2♦❞✉❝❡❞ ❜② %❤❡ ❞✐,♣❧❛❝❡♠❡♥%
♦❢ %❤❡ ❧✐.✉✐❞ ❛2♦✉♥❞ %❤❡ ❣❛, ,❧✉❣ %♦ ✜❧❧ %❤❡ ❡♠♣%② ✈♦❧✉♠❡ ❧❡❢% ❜② %❤❡ ❜✉❜❜❧❡✳ ❚❤❡
♦,❝✐❧❧❛%✐♦♥ ,%♦♣, ✇❤❡♥ %❤❡ ,❧✉❣ 2❡❛❝❤❡, %❤❡ ❡.✉✐❧✐❜2✐✉♠ ❝♦♥❞✐%✐♦♥, ✐♥ %❤❡ ♣✐♣❡✳ ❲❤❡♥
%❤❡ ❣❛, ❜✉❜❜❧❡ ❛22✐✈❡, ❛% %❤❡ ,✉2❢❛❝❡ ♦❢ %❤❡ ❧✐.✉✐❞✱ ✐% ❡①♣❧♦❞❡, ❣❡♥❡2❛%✐♥❣ %❤❡ ❤✐❣❤
❢2❡.✉❡♥❝② ❡①♣❧♦,✐♦♥ .✉❛❦❡✳ ❆% ❙%2♦♠❜♦❧✐ ✈♦❧❝❛♥♦✱ ❡,%✐♠❛%✐♦♥, ♦❢ %❤❡ ,♦✉2❝❡ ❞❡♣%❤ ❢♦2
✷✸✻
 ❋✐❣✉$❡ ✶✼ ✿ ❙❡✐*♠♦❣$❛♠ ❛♥❞ *♦✉$❝❡* ❧♦❝❛2✐♦♥* ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧♦*✐♦♥ 6✉❛❦❡ ♦❝❝✉$$✐♥❣ 2❤❡
❏✉❧② ✸✵2❤✱ ✷✵✵✽ ❛♥❞ ♣$❡❝❡❞❡❞ ❜② ❛ ▲B ❡✈❡♥2 ❛ ❢❡✇ *❡❝♦♥❞* ❜❡❢♦$❡✳ ❚❤❡ ♦$✐❣✐♥ 2✐♠❡
♦❢ 2❤❡ *❡✐*♠♦❣$❛♠ ✐* ❞✐*♣❧❛②❡❞ ♦♥ 2❤❡ ✉♣♣❡$ ❧❡❢2✳ ❚❤❡ 2✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇* *❡❧❡❝2❡❞ ❢♦$ 2❤❡
❝❛❧❝✉❧❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ *♦✉$❝❡* ♣♦*✐2✐♦♥* ❛$❡ $❡♣$❡*❡♥2❡❞ ❜② ❝♦❧♦$ $❡❝2❛♥❣❧❡*✳ ❚❤❡ *♦✉$❝❡
❧♦❝❛2✐♦♥ ✐* ❞✐*♣❧❛②❡❞ ✐♥ $❡❞ ❢♦$ 2❤❡ ▲B ❡✈❡♥2 ❛♥❞ ✐♥ ❜❧✉❡ ❢♦$ 2❤❡ ❡①♣❧♦*✐♦♥ 6✉❛❦❡✳
❊❧❧✐♣*❡* ✐♥❞✐❝❛2❡ 2❤❡ ❡$$♦$ ♦♥ 2❤❡ *♦✉$❝❡ ♣♦*✐2✐♦♥* ♦♥ 2❤❡ ❤♦$✐③♦♥2❛❧ ♣❧❛♥❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
2❤❡ B❉❋* ρ3(x, y)✳ ❚❤❡ ❞❛*❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛2❡* 2❤❡ ♣♦*✐2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ✈❡$2✐❝❛❧ *❡❝2✐♦♥ ♦♥
✇❤✐❝❤ ❛$❡ ❞✐*♣❧❛②❡❞ 2❤❡ *♦✉$❝❡* ❞❡♣2❤✳
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❡①♣❧♦%✐♦♥% ❛♥❞ ❧♦✇✲❢-❡.✉❡♥❝② %✐❣♥❛❧% ✇❡-❡ ❝♦♠♣✉4❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡♣4❤ ♦❢ 4❤❡ ❡①♣❧♦%✐♦♥%
✇❛% ❡%4✐♠❛4❡❞ 4♦ ❛♣♣-♦①✐♠❛4❡❧② ✷✺✵ ♠❡4❡-% ❜❡❧♦✇ 4❤❡ ✈❡♥4% ❬❈❤♦✉❡% ❡% ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✱
✷✵✵✸ ❀ ❱❡*❣♥✐♦❧❧❡ ❡% ❛❧✳✱ ✶✾✾✻ ❀ ❘✐♣❡♣❡✱ ✷✵✵✶ ❀ ❘✐♣❡♣❡ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ❚❤❡ %♦✉-❝❡ ♦❢ 4❤❡
❧♦✇✲❢-❡.✉❡♥❝② %✐❣♥❛❧% ✇❛% ❡%4✐♠❛4❡❞ ❜② ❇✉*%♦♥ ❡% ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ✉%✐♥❣ 4❤❡ ♠❛❣♠❛4✐❝ ❣❛%
❝♦♠♣♦%✐4✐♦♥ ❛♥❞ ♣❧❛❝❡❞ ❜❡4✇❡❡♥ ✵✳✽ ❛♥❞ ✷✳✼ ❦♠ ❜❡❧♦✇ 4❤❡ ✈❡♥4%✳ ❆4 ❨❛%✉- ✈♦❧❝❛♥♦✱
❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡* ❡% ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ✉%❡❞ 4❤❡ ❋❚■❘ ✭❋♦✉-✐❡- 4-❛♥%❢♦-♠ ✐♥❢-❛-❡❞✮ %❡♥%✐♥❣ 4♦
♠❡❛%✉-❡ 4❤❡ ❝♦♠♣♦%✐4✐♦♥ ♦❢ ❣❛% ❡♠✐%%✐♦♥%✳ ❉✉-✐♥❣ 4❤❡ ❡①♣❧♦%✐♦♥%✱ 4❤❡ SO2✴HCl
♠♦❧❛- -❛4✐♦% -❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡% ✉♣ 4♦ ∼ ✸✵✳ ❇❡4✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❡①♣❧♦%✐♦♥✱ 4❤❡ ♣❛%%✐✈❡ ❞❡❣❛%%✐♥❣
%❤♦✇% ✈❛❧✉❡% ♦❢ ∼ ✷✳ ❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡* ❡% ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ %✉❣❣❡%4❡❞ 4❤❛4 4❤✐% ❝♦♥4-❛%4 -❡✢❡❝4%
4❤❡ ❞✐✛❡-❡♥4 %♦✉-❝❡ ❞❡♣4❤% ♦❢ ❣❛%✱ 4❛❦✐♥❣ ✐♥4♦ ❛❝❝♦✉♥4 4❤❡ SO2 ❛♥❞ ❍❈❧ ❡①%♦❧✉4✐♦♥
❧❡✈❡❧% ✭❞❡❡♣ ❧❡✈❡❧ ❢♦- SO2✲-✐❝❤ ❣❛% ❛♥❞ %❤❛❧❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ❢♦- ❍❈❧✲-✐❝❤ ❣❛%✮✳ ❈♦♥%❡.✉❡♥4❧②✱
4❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡% ♦❜4❛✐♥❡❞ ❢♦- 4❤❡ ❡①♣❧♦%✐♦♥% %✉❣❣❡%4 4❤❡ ❢♦-♠❛4✐♦♥ ♦❢ ❣❛% %❧✉❣% ❛4
❞❡♣4❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ -❛♣✐❞ ❛%❝❡♥4 4♦✇❛-❞% 4❤❡ %✉-❢❛❝❡✳ ❚❤✐% ✐♥4❡-♣-❡4❛4✐♦♥✱ ❛❞❞❡❞ 4♦
4❤❡ %❡✐%♠✐❝ %✐♠✐❧❛-✐4✐❡% ❤✐❣❤❧✐❣❤4❡❞ ❜② ◆❛❜②❧ ❡% ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪✱ ❛❧❧♦✇% ✉% 4♦ ❝♦♥%✐❞❡- ❛♥
❡-✉♣4✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝% ❢♦- ❨❛%✉- %✐♠✐❧❛- 4♦ 4❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣-♦♣♦%❡❞ ❜② ❏❛✉♣❛*% ❛♥❞ ❱❡*❣♥✐♦❧❧❡
❬✶✾✽✽✱ ✶✾✽✾❪✳ ■♥ 4❤✐% ❝❛%❡✱ ▲W ❧♦❝❛4✐♦♥% %✉❣❣❡%4 4❤❡ ♣-❡%❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢❛✈♦-❛❜❧❡ %✐4❡ ❢♦-
4❤❡ ❝♦❛❧❡%❝❡♥❝❡ ❛♥❞ 4❤✉% ❢♦- 4❤❡ ❢♦-♠❛4✐♦♥ ♦❢ ❣❛% %❧✉❣% ❜❡4✇❡❡♥ ✼✵✵ ❛♥❞ ✶✵✵✵ ♠❡4❡-%
❜❡♥❡❛4❤ 4❤❡ %♦✉4❤✲❡❛%4 ✢❛♥❦✳ ▼9%*✐❝❤ ❡% ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ♣❧❛❝❡❞ 4❤❡ ♠❛❣♠❛4✐❝ ❝❤❛♠❜❡- ♦❢
❨❛%✉- ❛4 ✹✲✺ ❦♠ ❞❡♣4❤✳ ❚❤❡ ♣♦%✐4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ♠❛❣♠❛4✐❝ -❡%❡-✈♦✐- ❛❧❧♦✇% ✉% 4♦ ❡①❝❧✉❞❡
✐4 ❛% ❛ ♣♦4❡♥4✐❛❧ %✐4❡ ❢♦- 4❤❡ ❣❡♥❡-❛4✐♦♥ ♦❢ ❣❛% ❜✉❜❜❧❡%✳ ❖4❤❡- ✈♦❧❝❛♥✐❝ %4-✉❝4✉-❡% ❧✐❦❡
❞②❦❡% ❛♥❞ %✐❧❧% ❝❛♥ ❢❛✈♦- 4❤❡ ❣❛% %❡❣-❡❣❛4✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ 4❤❡ ❢♦-♠❛4✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛❣♠❛4✐❝
❢♦❛♠ ❬▼❡♥❛♥❞ ❛♥❞ ;❤✐❧❧✐♣<✱ ✷✵✵✼❪✳ ❆❝❝♦-❞✐♥❣ 4♦ ✈❛-✐♦✉% %4✉❞✐❡% ❛❜♦✉4 4❤❡ ❞②❦❡%
❛♥❞ %✐❧❧% ♣-♦♣❛❣❛4✐♦♥ ❬▲✐<%❡* ❛♥❞ ❑❡**✱ ✶✾✾✶ ❀ ❑❛✈❛♥❛❣❤ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✻ ❀ ❚❛✐<♥❡✱ ✷✵✵✽❪✱
4❤❡ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥4 ♦❢ 4❤❡%❡ %4-✉❝4✉-❡% ♥❡❡❞% %♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❞✐4✐♦♥% ❛% ❞❡♥%✐4② ✈❛-✐❛4✐♦♥%✱
%4-❛4✐✜❡❞ ♠❡❞✐❛ ♦- 4❤❡ ♣-❡%❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐%❝♦♥4✐♥✉✐4✐❡%✳ ❆♥♦4❤❡- ♣-♦❝❡%% ❝❛♥ ❛❧❧♦✇ 4❤❡
❢♦-♠❛4✐♦♥ ♦❢ ❣❛% ❜✉❜❜❧❡ ✇✐4❤♦✉4 ♣❛-4✐❝✉❧❛- -❡%❡-✈♦✐-%✳ ❱❛-✐❛4✐♦♥% ♦❢ 4❤❡ ✈♦❧❝❛♥✐❝
♣✐♣❡ ❣❡♦♠❡4-② ❝❛♥ ♣-♦❞✉❝❡ ✈❛-✐❛4✐♦♥% ♦❢ ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐4② ❛♥❞ ❝♦♥%❡.✉❡♥4❧② ♣-♦❞✉❝❡
❧♦❝❛❧ ♣-❡%%✉-❡ ✈❛-✐❛4✐♦♥% ❛❧♦♥❣ 4❤❡ ❝♦♥❞✉✐4 ✇❛❧❧%✳ ❚❤❡%❡ ♣-❡%%✉-❡ ✈❛-✐❛4✐♦♥% ❝❛♥ ❛❧❧♦✇
4❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛4✐♦♥ ♦❢ ❣❛% ❛♥❞ ❣❡♥❡-❛4❡ %❧✉❣% ✇❤✐❝❤ ❛%❝❡♥4 ✐♥%✐❞❡ 4❤❡ ❝♦♥❞✉✐4✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ 4❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡%❝-✐❜❡❞ ♣-❡✈✐♦✉%❧② ❛♥❞ ❝♦♥%✐❞❡-✐♥❣ ▲W ❡✈❡♥4 ❛% 4❤❡ ❜❡✲
❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ 4❤❡ ❡①♣❧♦%✐♦♥ .✉❛❦❡ ❛% 4❤❡ ❡♥❞✐♥❣ ♦❢ 4❤❡ %❧✉❣ ❛%❝❡♥4✱ ✇❡ ❛-❡ ❛❜❧❡ 4♦
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▲❛ ❧♦❝❛❧✐5❛;✐♦♥ ❞❡5 5♦✉*❝❡5 ❞❡5 ❡①♣❧♦5✐♦♥5 ❛ ♠♦♥;*P Q✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦*✐;P ❞❡ ❧✬❛❝;✐✈✐;P
❡①♣❧♦5✐✈❡ ❞✉ ❨❛5✉* ❡♥ ✷✵✵✽ 5✬❡5; ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥; ♠❛♥✐❢❡5;P❡ ❞❛♥5 ❧❡ ❝*❛;V*❡ 5✉❞✱ ❡♥;*❡
✾✵ ❡; ✻✵✵ ♠ 5♦✉5 ❧❡5 P✈❡♥;5✳ ▲✬❛❝;✐✈✐;P ❡①♣❧♦5✐✈❡ ❞✉ ❝*❛;V*❡ ♥♦*❞✱ ♣❧✉5 5✉♣❡*✜❝✐❡❧❧❡✱
♥❡ 5✬❡5; ♠❛♥✐❢❡5;P❡ Q✉❡ ❞✉*❛♥; ❞❡ ❝♦✉*;❡5 ♣P*✐♦❞❡5 ❞❡ ;❡♠♣5 ❞❡ Q✉❡❧Q✉❡5 ❥♦✉*5✳
▲✬❛❝;✐✈✐;P ♣❧✉5 ♣*♦❢♦♥❞❡✱ ❝❛*❛❝;P*✐5P❡ ♣❛* ❧❡5 5✐❣♥❛✉① ▲J✱ ❛ P;P ❧♦❝❛❧✐5P❡ 5♦✉5 ❧❡ ✢❛♥❝
5✉❞ ❡♥;*❡ ✼✵✵ ❡; ✶✵✵✵ ♠ 5♦✉5 ❧❛ 5✉*❢❛❝❡✳
❊♥ ❝♦♥5✐❞P*❛♥; Q✉❡ ❧❡5 5✐❣♥❛✉① ▲J ❝❛*❛❝;P*✐5❡♥; ❧❡ ❞P❜✉; ❡; Q✉❡ ❧❡5 ❡①♣❧♦5✐♦♥5
❝❛*❛❝;P*✐5❡♥; ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛5❝❡♥5✐♦♥ ❞❡5 ❜✉❧❧❡5 ❞❡ ❣❛③ ❞❛♥5 ❧❡ ❝♦♥❞✉✐; ✈♦❧❝❛♥✐Q✉❡✱ ♣❧✉✲
5✐❡✉*5 5✉♣♣♦5✐;✐♦♥5 5✉* ❧❛ ❞②♥❛♠✐Q✉❡ P*✉♣;✐✈❡ ❡; ❧❛ ❣P♦♠P;*✐❡ ❞✉ ❝♦♥❞✉✐; ♣❡✉✈❡♥; [;*❡
❛✈❛♥❝P❡5✳ ▲❡5 ❡①♣❧♦5✐♦♥5 ♣*P❝P❞P❡5 ✶✵ \ ✷✵ 5❡❝♦♥❞❡5 ♣❛* ✉♥ P✈P♥❡♠❡♥; ▲J ❧❛✐55❡♥;
5✉♣♣♦5❡* ✉♥ ♠♦❞V❧❡ ❞❡ ❢♦*♠❛;✐♦♥ ❞❡5 ❜✉❧❧❡5 ❞❡ ❣❛③ ♣❛* ❝♦❛❧❡5❝❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦✉55❡
♠❛❣♠❛;✐Q✉❡ ❝♦♠♠❡ 5✉❣❣P*P ♣❛* ❧❡ ♠♦❞V❧❡ ❞❡ ❏❛✉♣❛*; ❡; ❱❡*❣♥✐♦❧❧❡ ✭✶✾✽✽✱ ✶✾✽✾✮✳
❉❛♥5 ❝❡ ❝❛5✱ ❧❡5 ❧♦❝❛❧✐5❛;✐♦♥5 ❞❡5 P✈P♥❡♠❡♥;5 ▲J ❡; ❞❡5 ❡①♣❧♦5✐♦♥5✱ ❝♦♠❜✐♥P❡5 ❛✉
;❡♠♣5 5P♣❛*❛♥; ❝❡5 ;②♣❡5 ❞❡ 5✐❣♥❛❧✱ ♦♥; ♣❡*♠✐5 ❞✬❡5;✐♠❡* ✉♥❡ ✈✐;❡55❡ ❞✬❛5❝❡♥5✐♦♥ ❞❡5
❜✉❧❧❡5 ❞❛♥5 ❧❡ ❝♦♥❞✉✐; ❡♥;*❡ ✸✵ ❡; ✺✵ ♠✴5✳ ❊♥ ❝❡ ❜❛5❛♥; 5✉* ❞❡5 P;✉❞❡5 ❞❡ ❱❡*❣♥✐♦❧❧❡
❡; ❏❛✉♣❛*; ✭✶✾✽✻✮ ❡; ❞❡ ❏❛♠❡5 ❡; ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ❞❡ ;❡❧❧❡5 ✈✐;❡55❡5 ❞✬❛5❝❡♥5✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥;
[;*❡ ❛;;❡✐♥;❡5 ♣♦✉* ❞❡5 ❝♦♥❞✉✐;5 ❞❡ Q✉❡❧Q✉❡5 ♠V;*❡5 ❞❡ ❞✐❛♠V;*❡✳
❉❛♥5 ❧❡ ❝❛5 ❞❡5 ❡①♣❧♦5✐♦♥5 ♥♦♥ ♣*P❝P❞P❡5 ♣❛* ❞❡5 P✈P♥❡♠❡♥;5 ▲J✱ ❧❡ ♠♦❞V❧❡ ❞❡
❢♦*♠❛;✐♦♥ ❞❡5 ❜✉❧❧❡5 ❞❡ ❣❛③ ♣❛* ❝♦❛❧❡5❝❡♥❝❡ ❧♦*5 ❞❡ ❧✬❛5❝❡♥5✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡5✲❝✐ ✭J❛*✜;;✱
✷✵✵✹✮ ♣❡✉; [;*❡ 5✉❣❣P*P✳ ◆✬❛②❛♥; ♣❛5 ❛❝❝V5 \ ❧❛ ♣*♦❢♦♥❞❡✉* ❞❡ ❞P♣❛*; ❞❡5 ❜✉❧❧❡5✱
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❞✉❡ # ❧✬❛❜(❡♥❝❡ ❞❡ (✐❣♥❛✉① ▲/✱ ❛✉❝✉♥❡ ✈✐2❡((❡ ❞✬❛(❝❡♥(✐♦♥ ❞❡( ❜✉❧❧❡( ♥❡ ♣❡✉2 526❡
❡(2✐♠8❡( ♣♦✉6 ❝❡ ♠♦❞9❧❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐;✉❡ 86✉♣2✐✈❡✳
▲❡( ❧♦❝❛❧✐(❛2✐♦♥( ❞❡( ❡①♣❧♦(✐♦♥( ❡2 ❞❡( 8✈8♥❡♠❡♥2( ▲/ ♥♦✉( ♣❡6♠❡22❡♥2 8❣❛❧❡♠❡♥2
❞❡ (✉❣❣86❡6 ;✉❡ ❧❡ ❝♦♥❞✉✐2 ✈♦❧❝❛♥✐;✉❡ ❡(2 ♦❜❧✐;✉❡ ❡2 ✐♥❝❧✐♥8 ✈❡6( ❧❡ (✉❞✲❡(2✳ ▲✬✉♥✐;✉❡
(♦✉6❝❡ ❞❡ (✐❣♥❛✉① ▲/ ✐♠♣❧✐;✉❡ ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦❛❧❡(❝❡♥❝❡ ♣6♦❝❤❡ ♦✉ ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✉① 26♦✐(
8✈❡♥2(✳ ❈❡22❡ ❤②♣♦2❤9(❡ ✐♠♣❧✐;✉❡ ❛❧♦6( ✉♥❡ (8♣❛6❛2✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❞✉✐2 ❛✉✲❞❡((✉( ❞❡ ❧❛
③♦♥❡ ❞❡ ❝♦❛❧❡(❝❡♥❝❡ ♠❛✐( ❡♥✲❞❡((♦✉( ❞❡( ❧♦❝❛❧✐(❛2✐♦♥( ❞❡( ❡①♣❧♦(✐♦♥(✳ ▲❛ ♣♦(✐2✐♦♥ ♦✉ ❧❛
❣8♦♠826✐❡ ❡①❛❝2❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜6❛♥❝❤❡♠❡♥2 ♥❡ ♣❡✉✈❡♥2 ♠❛❧❤❡✉6❡✉(❡♠❡♥2 526❡ ❝♦♥26❛✐♥2❡(
♣❛6 ❧❡( ❧♦❝❛❧✐(❛2✐♦♥( 68❛❧✐(8❡( ❞❛♥( ❝❡22❡ 82✉❞❡✳
✷✺✶
❈♦♥❝❧✉&✐♦♥& ❣)♥)*❛❧❡&
▲✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬)*✉❞❡ $✐$♠♦❧♦❣✐/✉❡ 0)❛❧✐$)❡ ❛✉ ❝♦✉0$ ❞❡ ❝❡**❡ *❤4$❡ ❛✈❛✐* ❞❡✉①
❜✉*$ ♣0✐♥❝✐♣❛✉① 0)♣♦♥❞❛♥* ❛✉① ♦❜❥❡❝*✐❢$ ✜①)$ ♣❛0 ❧✬❆◆❘ ❆❘❈✲❱❆◆❯❆❚❯✳ ▲❡ ♣0❡✲
♠✐❡0 ♦❜❥❡❝*✐❢ ❞❡ ❝❡ *0❛✈❛✐❧ ❛ )*) ❞❡$*✐♥) D ❧✬)*✉❞❡ ❞❡ ❧❛ $*0✉❝*✉0❡ ❞❡ ❧✬)❞✐✜❝❡ ❞✉
❨❛$✉0✱ ❡* ❧❡ $❡❝♦♥❞ D )*✉❞✐❡0 ❧❛ $♦✉0❝❡ ❞❡$ $✐❣♥❛✉① $✐$♠♦✲✈♦❧❝❛♥✐/✉❡$ ❛✜♥ ❞❡ $✉✐✈0❡
❧✬)✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝*✐✈✐*) ❡①♣❧♦$✐✈❡ ♠❛✐$ ❛✉$$✐ ❞❡ ❝♦♠♣0❡♥❞0❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐/✉❡ )0✉♣*✐✈❡ D
❧✬♦0✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛❝*✐✈✐*) $*0♦♠❜♦❧✐❡♥♥❡ ❡* ❞❡ ❧❛ ❝②❝❧✐❝✐*) ❞❡$ ❡①♣❧♦$✐♦♥$ /✉✐ $❡ ♣0♦❞✉✐$❡♥*
❛✉ $❡✐♥ ❞✉ ✈♦❧❝❛♥✳
H♦✉0 ❛**❡✐♥❞0❡ ❝❡$ ♦❜❥❡❝*✐❢$✱ ✉♥❡ ❛♥♥)❡ ❞❡ ❞♦♥♥)❡$ $✐$♠✐/✉❡$ ❡♥0❡❣✐$*0)❡$ ❡♥
❝♦♥*✐♥✉ ♣❛0 ✉♥ ❧❛0❣❡ 0)$❡❛✉ ❞❡ $✐$♠♦♠4*0❡$ ❛ )*) ❛♥❛❧②$)❡✳ ▲✬❛♥❛❧②$❡ ❞❡ ❧❛ $✐$♠✐✲
❝✐*) ❞✉ ❨❛$✉0 ❛ 0)✈)❧) ❧✬❡①✐$*❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐③❛✐♥❡$ ❞❡ ♠✐❧❧✐❡0$ ❞❡ $✐❣♥❛✉① *0❛♥$✐*♦✐0❡$ ❧✐)$
❞✬✉♥❡ ♣❛0* D ❧✬❛❝*✐✈✐*) ❞❡ $✉0❢❛❝❡✱ $❡ ♠❛♥✐❢❡$*❛♥* ♣❛0 ❞❡$ ❡①♣❧♦$✐♦♥$ ❣)♥)0)❡$ ♣❛0
❧✬❛❝*✐✈✐*) $*0♦♠❜♦❧✐❡♥♥❡ D ✈✉❧❝❛♥✐❡♥♥❡✱ ❡* ❞✬❛✉*0❡ ♣❛0* D ❧✬❛❝*✐✈✐*) ♠❛❣♠❛*✐/✉❡ ♣❧✉$
♣0♦❢♦♥❞❡✱ $❛♥$ ♠❛♥✐❢❡$*❛*✐♦♥ ❞❛♥$ ❧❡ ❝0❛*40❡ $♦♠♠✐*❛❧✱ ❝❛0❛❝*)0✐$)❡ ♣❛0 ❞❡$ $✐❣♥❛✉①
▲H✳ ❆❧♦0$ /✉❡ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ $✐❣♥❛✉① ▲H $❡♠❜❧❡♥* ❛✈♦✐0 ❞❡$ ❢♦0♠❡$ ❞✬♦♥❞❡$ $✐♠✐✲
❧❛✐0❡$✱ ✐♥❞✐/✉❛♥* ✉♥ ♠J♠❡ ♣0♦❝❡$$✉$ ❞❡ ❢♦0♠❛*✐♦♥✱ ❧❡$ ❡①♣❧♦$✐♦♥$ ♠♦♥*0❡♥* ❞✐✈❡0$❡$
❢♦0♠❡$ ❞✬♦♥❞❡$ ✐♠♣❧✐/✉❛♥* ❞❡$ ♠♦❞❡$ ❞✬♦$❝✐❧❧❛*✐♦♥ ❞✐✛)0❡♥*$✳ ▲❛ ❝❧❛$$✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡$
❡①♣❧♦$✐♦♥$✱ 0)❛❧✐$)❡ ♣❛0 ❇❛**❛❣❧✐❛ ❡* ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ❛ ❛✐♥$✐ 0)✈)❧) ❧✬❡①✐$*❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉$✐❡✉0$
❢❛♠✐❧❧❡$✱ ❝❛0❛❝*)0✐$)❡$ ♣❛0 ❞❡$ ❢♦0♠❡$ ❞✬♦♥❞❡$ ❜✐❡♥ ❞✐$*✐♥❝*❡$✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡$ ❢❛✲
♠✐❧❧❡$ ❝♦♠♣0❡♥♥❡♥* ❞❡$ ❝❡♥*❛✐♥❡$ D ❞❡$ ♠✐❧❧✐❡0$ ❞❡ $✐❣♥❛✉① $✐♠✐❧❛✐0❡$ ✐♠♣❧✐/✉❛♥* ✉♥❡
0❡♣0♦❞✉❝*✐❜✐❧✐*) ❞❡$ ♣0♦❝❡$$✉$ D ❧✬♦0✐❣✐♥❡ ❞❡$ ❡①♣❧♦$✐♦♥$✳
▲❛ "#$✉❝#✉$❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✈♦❧❝❛♥✐1✉❡
▲✬)*✉❞❡ ❞❡ ❧❛ $*0✉❝*✉0❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✈♦❧❝❛♥✐/✉❡ ❛❝*✐❢ ❞❡ ❚❛♥♥❛✱ ♣❛0 ❧❛ ❝♦♥$*0✉❝✲
*✐♦♥ ❞❡$ ♠♦❞4❧❡$ ❞❡ ✈✐*❡$$❡ ❞❡$ ♦♥❞❡$ H ❡* ❙ $✉0 $❡♣* $✐*❡$✱ ❝♦✉♣❧)❡ D ❧✬)*✉❞❡ ❞✉
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❆❧❧❡♥✱ ❙✳✱ ✷✵✵✶✳ ❘❡❝♦♥314✉❝1✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛❥♦4 ❝❛❧❞❡4❛✲❢♦4♠✐♥❣ ❡4✉♣1✐♦♥ ❢4♦♠ ♣②4♦✲
❝❧❛31✐❝ ❞❡♣♦3✐1 ❝❤❛4❛❝1❡4✐31✐❝3 ✿ ❑♦3 @❧❛1❡❛✉ ❚✉✛✱ ❡❛31❡4♥ ❆❡❣❡❛♥ ❙❡❛✱ ❏✳ ❱♦❧❝❛♥♦❧✳
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❇❛))❛❣❧✐❛✱ ❏✳✱ ▼B)❛①✐❛♥✱ ❏✳✲K✳✱ ▲❡❣(❛♥❞✱ ❉✳✱ ●❛(❛❡❜✐)✐✱ ❊✳✱ ◆❛❦❡❞❛✉✱ ❉✳✱ ✷✵✵✽✳
K(❡❧✐♠✐♥❛(② ✐♥6✐❣❤)6 ✐♥)♦ )❤❡ 6❡✐6♠✐❝✐)② (❡❧❛)❡❞ )♦ )❤❡ 6)(♦♠❜♦❧✐❛♥ ❡①♣❧♦6✐♦♥6 ♦❢ ❨❛✲
6✉( ✈♦❧❝❛♥♦ ✭❱❛♥✉❛)✉✮✱ ■♥ ✿ ❊♦0 ❚6❛♥0❛❝3✐♦♥0✱ ❆●❯ ❋❛❧❧ ▼❡❡3✐♥❣ ❙✉♣♣❧✳✱ ❱♦❧✳ ✽✾✭✺✸✮✱
❆❜6)(❛❝) ❱❘✺✶❘✱ K♦6)❡(✳
❇❡❛♥✱ ❈✳✱ ▲♦❦♠❡( ■✳✱ ❛♥❞ ❖✬❇(✐❡♥ ●✳✱ ✷✵✵✽✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡❛(✲6✉(❢❛❝❡ ✈♦❧❝❛♥✐❝
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■❊❊❊ ✱ ✺✼ ✱ ✶✹✵✽✕✶✹✶✽✳
❈❛5♥❡②✱ ❏✳✱ ▼❛❝❋❛5❧❛♥❡✱ ❆✳✱ ✶✾✼✾✳ ●❡♦❧♦❣② ♦❢ ❚❛♥♥❛✱ ❆♥♥❡②#✉♠✱ ❋✉#✉♥❛ ❛♥❞
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:❡&♠❛♥♥✱ ❏✳✱ ❲❡✐::✱ ❇✳✱ ✷✵✵✾✳ ]&❡❧✐♠✐♥❛&② ✐♥:✐❣❤-: ✐♥-♦ ❛♥ ✐♥-❡❣&❛-❡❞ ❣❡♦♣❤②:✐❝❛❧
❛♣♣&♦❛❝❤ ❢♦& ❛ ❜❡--❡& ✉♥❞❡&:-❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❙-&♦♠❜♦❧✐❛♥ ❛❝-✐✈✐-② ❛- ❨❛:✉& ✈♦❧❝❛♥♦✱ ❱❛✲
♥✉❛-✉✱ ■♥ ✿ ❆●❯✱ ❋❛❧❧ ▼❡❡*✐♥❣ ✷✵✵✾ ✱ ❛❜:-&❛❝- ❱✷✸❉✲✷✵✾✽✱ ]♦:-❡&✳
▼❡❧❧♦&:✱ ❘✳✱ ❈❤❛-❡❧❛✐♥✱ ❏✳✲▲✳✱ ■:❛❝❦:✱ ❇✳▲✳✱ ❍❛❞❡✱ ●✳✱ ❇❡✈✐:✱ ▼✳✱ ]&❡✈♦-✱ ❘✳✱ ✶✾✾✶✳
❆ -✐❧- ❛♥❞ :❡✐:♠✐❝✐-② ❡♣✐:♦❞❡ ✐♥ -❤❡ ◆❡✇ ❍❡❜&✐❞❡: ✭❱❛♥✉❛-✉✮ ✐:❧❛♥❞ ❛&❝✱ ❏✳ ●❡♦♣❤②/✳
❘❡/✳✱ ✾✻ ✱ ✶✻✱✺✸✺✕✶✻✱✺✹✻✳
▼❡♥❛♥❞✱ ❚✳✱ ]❤✐❧❧✐♣:✱ ❏✳❈✳✱ ✷✵✵✼✳ ●❛: :❡❣&❡❣❛-✐♦♥ ✐♥ ❞②❦❡: ❛♥❞ :✐❧❧:✱ ❏✳ ❱♦❧❝❛♥♦❧✳
●❡♦*❤❡,♠✳ ❘❡/✳✱ ✶✺✾ ✱ ✸✾✸✲✹✵✽✳
▼❡&❧❡✱ ❖✳✱ ❇❡&❞❡✲❈❛❜✉::♦♥✱ ❙✳✱ ❱❛♥ ❲②❦ ❞❡ ❱&✐❡:✱ ❇✳✱ ✷✵✶✵✳ ❍②❞&♦-❤❡&♠❛❧ ❝❛❧✲
❞❡&❛:✱ ❇✉❧❧✳ ❱♦❧❝❛♥♦❧✳✱ ✼✷ ✱ ✶✸✶✕✶✹✼✳
▼,-❛①✐❛♥✱ ❏✳✲]✳✱ ▲❡:❛❣❡✱ ]✳✱ ❉♦&❡❧✱ ❏✳✱ ✶✾✾✼✳ ]❡&♠❛♥❡♥- -&❡♠♦& ♦❢ ▼❛:❛②❛ ✈♦❧✲
❝❛♥♦✱ ◆✐❝❛&❛❣✉❛ ✿ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞ ❛♥❛❧②:✐: ❛♥❞ :♦✉&❝❡ ❧♦❝❛-✐♦♥✳ ❏✳ ●❡♦♣❤②/✳ ❘❡/✳✱ ✶✵✷
✭❇✶✵✮✱ ✷✷✺✷✾✕✷✷✺✹✺✳
▼,-❛①✐❛♥✱ ❏✳✲]✳✱ ▲❡:❛❣❡✱ ]✳✱ ❛♥❞ ❱❛❧❡--❡✱ ❇✳✱ ✷✵✵✷✳ ▲♦❝❛-✐♥❣ :♦✉&❝❡: ♦❢ ✈♦❧❝❛♥✐❝
✷✼✵
 !❡♠♦! ❛♥❞ ❡♠❡!❣❡♥ ❡✈❡♥ * ❜② *❡✐*♠✐❝  !✐❛♥❣✉❧❛ ✐♦♥ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥  ♦ ❆!❡♥❛❧ ✈♦❧❝❛♥♦✱
❈♦* ❛ ❘✐❝❛✱ ❏✳ ●❡♦♣❤②(✳ ❘❡(✳✱ ✶✵✼ ✭❇✶✵✮✱ ✷✷✹✸✱ ❞♦✐ ✿✶✵✳✶✵✷✾✴✷✵✵✶❏❇✵✵✵✺✺✾✳
▼C ❛①✐❛♥✱ ❏✳✲F✳✱ ❖✬❇!✐❡♥✱ ●✳❙✱ ❇❡❛♥✱ ❈✳✱ ❱❛❧❡  ❡✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ▼♦!❛✱ ▼✳✱ ✷✵✵✾✳ ▲♦✲
❝❛ ✐♥❣ ✈♦❧❝❛♥♦✲*❡✐*♠✐❝ *✐❣♥❛❧* ✐♥  ❤❡ ♣!❡*❡♥❝❡ ♦❢ !♦✉❣❤  ♦♣♦❣!❛♣❤② ✿ ✇❛✈❡ *✐♠✉❧❛ ✐♦♥*
♦♥ ❆!❡♥❛❧ ✈♦❧❝❛♥♦✱ ❈♦* ❛ ❘✐❝❛✱ ●❡♦♣❤②(✳ ❏✳ ■♥2✳✱ ✶✼✾ ✱ ✶✺✹✼✕✶✺✺✼✱ ❞♦✐ ✿✶✵✳✶✶✶✶✴❥✳✶✸✻✺✲
✷✹✻❳✳✷✵✵✾✳✵✹✸✻✹✳①✳
▼C !✐❝❤✱ ◆✳✱ F✳ ❆❧❧❛!❞✱ ❆✳ ❆✐✉♣♣❛✱ F✳ ❇❛♥✐✱ ❆✳ ●❡! ❛❣♥✐♥✐✱ ❍✳ ❙❤✐♥♦❤❛!❛✱ ❋✳ F❛✲
!❡❧❧♦✱ ❆✳ ❉✐ ▼✉!♦✱ ❊✳ ●❛!❛❡❜✐ ✐✱ ❖✳ ❇❡❧❤❛❞❥✱ ❛♥❞ ❉✳ ▼❛**❛!❡✱ ✷✵✶✶✳ ▼❛❣♠❛ ❛♥❞ ✈♦✲
❧❛ ✐❧❡ *✉♣♣❧②  ♦ ♣♦* ✲❝♦❧❧❛♣*❡ ✈♦❧❝❛♥✐*♠ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦ !❡*✉!❣❡♥❝❡ ✐♥ ❙✐✇✐ ❝❛❧❞❡!❛ ✭❚❛♥♥❛
■*❧❛♥❞✱ ❱❛♥✉❛ ✉ ❆!❝✮✱ ❏✳ 4❡25♦❧✳✱ ✺✷ ✭✻✮✱ ✶✵✼✼✕✶✶✵✺
▼✐❧♥❡!✱ ❉✳▼✳✱ ❈♦❧❡✱ ❏✳❲✳✱ ❲♦♦❞✱ ❈✳F✳✱ ✷✵✵✸✳ ▼❛♠❛❦✉ ■❣♥✐♠❜!✐ ❡ ✿ ❛ ❝❛❧❞❡!❛✲
❢♦!♠✐♥❣ ✐❣♥✐♠❜!✐ ❡ ❡!✉♣ ❡❞ ❢!♦♠ ❛ ❝♦♠♣♦*✐ ✐♦♥❛❧❧② ③♦♥❡❞ ♠❛❣♠❛ ❝❤❛♠❜❡! ✐♥ ❚❛✉♣♦
❱♦❧❝❛♥✐❝ ❩♦♥❡✱ ◆❡✇ ❩❡❛❧❛♥❞✱ ❏✳ ❱♦❧❝❛♥♦❧✳ ●❡♦2❤❡5♠✳ ❘❡(✳✱ ✶✷✷ ✱ ✷✹✸✕✷✻✹✳
▼✐ ❝❤❡❧❧✱ ❆✳ ❍✳✱ ❲❛!❞❡♥✱ ❆✳ ❏✳✱ ✶✾✼✶✳ ●❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ◆❡✇ ❍❡❜!✐❞❡*
✐*❧❛♥❞ ❛!❝✱ ❏✳ ●❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙♦❝✳ ▲♦♥❞♦♥ ✱ ✶✷✼ ✱ ✺✵✶✕✺✷✾✳
▼♦❧✐♥❛✱ ■✳✱ ❑✉♠❛❣❛✐✱ ❍✳✱ ▲❡ F❡♥♥❡❝✱ ❏✳✲▲✳✱ ❍❛❧❧✱ ▼✳✱ ✷✵✵✺✳ ❚❤!❡❡✲❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧ F✲
✇❛✈❡ * !✉❝ ✉!❡ ♦❢ ❚✉♥❣✉!❛❤✉❛ ❱♦❧❝❛♥♦✱ ❊❝✉❛❞♦!✱ ❏✳ ❱♦❧❝❛♥♦❧✳ ●❡♦2❤❡5♠✳ ❘❡(✳✱ ✶✹✼ ✱
✶✹✹✕✶✺✻✳
▼♦♥ ❡✐❧❧❡!✱ ❱✳✱ ●♦ ✱ ❏✳✲▲✳✱ ❱✐!✐❡✉①✱ ❏✳✱ ❖❦✉❜♦✱ F✳✱ ✷✵✵✺✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥ ❛❧❣♦!✐ ❤♠
❢♦! ❞♦✉❜❧❡✲❞✐✛❡!❡♥❝❡  ♦♠♦❣!❛♣❤② ❛♥❞ ❧♦❝❛ ✐♦♥ ✐♥ ❤❡ ❡!♦❣❡♥❡♦✉* ♠❡❞✐❛✱ ✇✐ ❤ ❛♥ ❛♣✲
♣❧✐❝❛ ✐♦♥  ♦  ❤❡ ❑✐❧❛✉❡❛ ✈♦❧❝❛♥♦✱ ❏✳ ●❡♦♣❤②(✳ ❘❡(✳✱ ✶✶✵ ✱ ❇✶✷✸✵✻✳
▼♦!❛✱ ▼✳▼✳✱ ▲❡*❛❣❡✱ F✳✱ ❱❛❧❡  ❡✱ ❇✳✱ ❆❧✈❛!❛❞♦✱ ●✳❊✳✱ ▲❡❛♥❞♦!✱ ❈✳✱ ▼C ❛①✐❛♥✱
❏✳✲F✳✱ ❉♦!❡❧✱ ❏✳✱ ✷✵✵✻✳ ❙❤❛❧❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐ ② * !✉❝ ✉!❡ ❛♥❞ *❡✐*♠✐❝ *✐ ❡ ❡✛❡❝ * ❛ ❆!❡♥❛❧
✈♦❧❝❛♥♦✱ ❈♦* ❛ ❘✐❝❛✱ ❏✳ ❱♦❧❝❛♥♦❧✳ ●❡♦2❤❡5♠✳ ❘❡(✳✱ ✶✺✷ ✱ ✶✷✶✕✶✸✾✳
▼♦!✐✱ ❏✳❏✳✱ ❊❜❡!❤❛! ✲F❤✐❧❧✐♣*✱ ❉✳✱ ❍❛!❧♦✇✱ ❉✳❍✳✱ ✶✾✾✻✳ ❚❤!❡❡✲❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐ ②
* !✉❝ ✉!❡ ❛ ▼♦✉♥ F✐♥❛ ✉❜♦ ❀ !❡*♦❧✈✐♥❣ ♠❛❣♠❛ ❜♦❞✐❡* ❛♥❞ ❡❛! ❤f✉❛❦❡ ❤②♣♦❝❡♥ ❡!*✱
■♥ ✿ ◆❡✇❤❛❧❧✱ ❈✳●✳❡✳✱ 4✉♥♦♥❣❜❛②❛♥✱ ❘✳❙✳❡✳ ✭❊❞(✳✮✱ ❋✐5❡ ❛♥❞ ▼✉❞ ❀ ❊5✉♣2✐♦♥( ❛♥❞
▲❛❤❛5( ♦❢ ▼♦✉♥2 4✐♥❛2✉❜♦✱ 4❤✐❧✐♣♣✐♥❡( ✱ ♣♣✳ ✸✼✶✕✸✽✷✳
◆❛❜②❧✱ ❆✳✱ ❉♦!❡❧✱ ❏✳✱ ▲❛!❞②✱ ▼✳✱ ✶✾✼✼✳ ❆ ❝♦♠♣❛!❛ ✐✈❡ * ✉❞② ♦❢ ❧♦✇✲❢!❡f✉❡♥❝②
*❡✐*♠✐❝ *✐❣♥❛❧* !❡❝♦!❞❡❞ ❛ ❙ !♦♠❜♦❧✐ ✈♦❧❝❛♥♦✱ ■ ❛❧②✱ ❛♥❞ ❛ ❨❛*✉! ✈♦❧❝❛♥♦✱ ❱❛♥✉❛ ✉✱
◆❡✇ ❩❡❛❧❛♥❞ ❏♦✉5♥❛❧ ♦❢ ●❡♦❧♦❣② ❛♥❞ ●❡♦♣❤②(✐❝( ✱ ✹✵ ✱ ✺✹✾✕✺✺✽✳
◆❛✐!♥✱ ■✳❆✳✱ ❙❝♦  ✱ ❇✳❏✳✱ ●✐❣❣❡♥❜❛❝❤✱ ❲✳❋✳✱ ❙❡♣ ❡♠❜❡! ✶✾✽✽✳ ❨❛*✉! ✈♦❧❝❛♥ ✐♥✈❡*✲
 ✐❣❛ ✐♦♥*✱ ❱❛♥✉❛ ✉✱ ◆❡✇ ❩❡❛❧❛♥❞ ●❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙✉5✈❡② 5❡♣♦52 ✱ ✶✕✼✹✳
✷✼✶
◆❛❦❛♠✐❝❤✐✱ ❍✳✱ ✷✵✵✺✳ ✸❉ ❱❡❧♦❝✐3② ❙36✉❝3✉6❡ ♦❢ ▼3✳ ❋✉❥✐ ❛♥❞ 3❤❡ ❙♦✉3❤ ❋♦>>❛
▼❛❣♥❛✱ ❏❛♣❛♥✱ ❊♦" ✭❚%❛♥"✳ ❆●❯✮✳ ♣✳ ❚✹✸❆✕✶✸✻✶ ✳
◆❡✉❜❡6❣✱ ❏✳✱ ▲✉❝❦❡33✱ ❘✳✱ ❘✐♣❡♣❡✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❇6❛✉♥✱ ❚✳✱ ✶✾✾✹✳ ❍✐❣❤❧✐❣❤3> ❢6♦♠ ❛
>❡✐>♠✐❝ ❜6♦❛❞❜❛♥❞ ❛66❛② ♦♥ ❙36♦♠❜♦❧✐ ✈♦❧❝❛♥♦✱ ●❡♦♣❤②"✳ ❘❡"✳ ▲❡88✳✱ ✷✶ ✱ ✼✹✾✕✼✺✷✳
◆❡✉❜❡6❣✱ ❏✳✱ ❛♥❞ M♦✐♥3❡6✱ ❚✳✱ ✷✵✵✵✳ ❊✛❡❝3> ♦❢ ✈♦❧❝❛♥♦ 3♦♣♦❣6❛♣❤② ♦♥ >❡✐>♠✐❝
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2008/08/13-00:00:16 STATUS: 0 11.90  8.43 40.25  0.00  0.00  0.00  0.00  0.00 
2008/08/13-00:00:16 MemFree:         46652 kB 
2008/08/13-00:00:45 GPS: off 0/0 0.000000 0.000000 0 0.00 0.00 0.00 0 0/0 off 
2008/08/13-00:01:17 STATUS: -10 11.90  8.43 40.25  0.00  0.00  0.00  0.00  0.00 
2008/08/13-00:01:17 MemFree:         46424 kB 
2008/08/13-00:01:46 GPS: off 0/0 0.000000 0.000000 0 0.00 0.00 0.00 0 0/0 off 
.... 
.... 
.... 
2008/08/13-00:17:01 GPS: off 0/0 0.000000 0.000000 0 0.00 0.00 0.00 0 0/0 off 
2008/08/13-00:17:58 STATUS: 9 11.90  8.43 40.25  0.00  0.00  0.00  0.00  0.00 
2008/08/13-00:17:58 MemFree:         46368 kB 
2008/08/13-00:18:02 GPS: on 0/11 -19.532082 169.453064 0 0.00 0.00 0.00 0 0/0 waiting 
2008/08/13-00:18:19 DISK: NA 7897956 7471932 65280 58880 3371 not_mounted noflush noradio 
2008/08/13-00:19:02 CLOCK: 0.4993 5.675780118 3.126746535 0 free free 
2008/08/13-00:19:03 GPS: on 10/11 -19.532085 169.453064 285 2.10 0.80 2.00 2 1/1 sync 
2008/08/13-00:19:03 STATUS: 10 11.90  8.43 40.25  0.00  0.00  0.00  0.00  0.00 
2008/08/13-00:19:03 MemFree:         46256 kB 
2008/08/13-00:20:02 CLOCK: 0.5007 5.675810158 3.126746535 0 free free 
2008/08/13-00:20:04 GPS: on 10/11 -19.532074 169.453064 285 2.10 0.80 2.00 2 1/1 sync 
2008/08/13-00:20:04 STATUS: 0 11.90  8.43 40.25  0.00  0.00  0.00  0.00  0.00 
2008/08/13-00:20:04 MemFree:         46292 kB 
2008/08/13-00:21:01 CLOCK: 0.4997 5.675840139 3.126746535 0 free free 
2008/08/13-00:21:05 GPS: on 10/11 -19.532085 169.453064 288 2.10 0.80 2.00 2 1/1 sync 
.... 
.... 
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 00.00.45 00.13.05 00.25.15 00.37.31 00.49.34
00.02.02 00.14.14 00.26.32 00.38.39 00.50.49
00.03.21 00.15.29 00.27.45 00.39.46 00.52.05
00.04.31 00.16.39 00.28.56 00.40.57 00.53.24
00.05.41 00.17.54 00.30.08 00.42.10 00.54.44
00.06.50 00.19.07 00.31.24 00.43.27 00.55.54
00.08.10 00.20.25 00.32.42 00.44.35 00.57.07
00.09.23 00.21.37 00.34.04 00.45.55 00.58.21
00.10.34 00.22.51 00.35.12 00.47.09 00.59.33
00.11.50 00.24.00 00.36.21 00.48.26 ……..
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 Nom de période sans 
l'antenne synchronisation GPS
Y01 2008.03.06 - 2008.04.18
synchronisation : 2008.03.31
Y02 2008.03.05 - 2008.04.19
synchronisation : 2008.03.30
Y03
Y04 2008.03.06 - 2008.04.17
synchronisation : 2008.03.29
Y05 2008.03.07 - 2008.04.17
synchronisation : 2008.03.29
Y06 2008.03.07 - 2008.04.17
synchronisation : 2008.03.29
Y07 2008.03.07 - 2008.04.17
synchronisation : 2008.03.29
Y08 2008.03.08 - 2008.04.16
synchronisation : 2008.03.29
Y09 2008.03.08 - 2008.04.16
synchronisation : 2008.03.29
Y10 2008.03.07 - 2008.04.18
Y11 2008.03.05 - 2008.04.16
synchronisation : 2008.03.30
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2008.08.13-00.00.02.Y052.EHZ.sac 2008.08.13-01.00.01.Y051.EHZ.sac
2008.08.13-00.00.04.Y051.EHZ.sac ……..
2008.08.13-00.00.09.Y05.EHN.sac
2008.08.13-00.00.12.Y050.EHZ.sac
2008.08.13-00.00.12.Y05.EHE.sac
2008.08.13-00.00.13.Y055.EHZ.sac
2008.08.13-00.00.14.Y054.EHZ.sac
2008.08.13-00.00.16.Y053.EHZ.sac
2008.08.13-00.00.17.Y05.EHZ.sac
❆♥♥❡①❡ ■✳✺ ✿ ❊①1*❛✐1 ❞❡ ❧❛ ❧✐.1❡ ❞❡. ✜❝❤✐❡*. .❛❝ ✐..✉. ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡*.✐♦♥ ❞❡. ✜❝❤✐❡*.
❚■❚❆◆ ♣*).❡♥1). ❞❛♥. ❧✬❛♥♥❡①❡ ■✳✷✳
✷✽✷
 Nom de N° capteur
l'antenne Longitude (Est) Latitude (Sud) Altitude (m)
Y01 0 169.48840282 19.54244400 37.009
1 169.48912657 19.54228823 37.009
2 169.48941285 19.54213246 37.009
3 169.48941285 19.54244400 37.009
4 169.48941285 19.54275553 37.009
5 169.48912657 19.54259976 37.009
6 169.48922200 19.54244400 37.009
Y02 0 169.46650991 19.60708235 66.554
1 169.46698216 19.60716080 66.554
2 169.46673924 19.60750684 66.554
3 169.46672200 19.60725000 66.554
Y03 0 169.45624905 19.55240670 68.744
1 169.45630358 19.55211407 69.564
2 169.45655375 19.55231476 68.324
3 169.45681021 19.55251262 65.184
4 169.45649535 19.55261972 66.324
5 169.45617662 19.55271866 66.974
6 169.45643333 19.55245000 67.664
Y04 0 169.42333314 19.54465234 113.188
1 169.42355831 19.54481633 110.578
2 169.42321057 19.54494932 114.958
3 169.42293974 19.54504023 115.338
4 169.42300541 19.54470564 113.068
5 169.42307866 19.54442268 113.208
6 169.42318333 19.54476666 113.878
Y05 0 169.45271446 19.53195566 284.158
1 169.45303560 19.53186447 283.678
2 169.45335189 19.53179374 282.438
3 169.45326594 19.53209465 282.848
4 169.45317660 19.53239705 282.718
5 169.45294577 19.53217428 283.258
6 169.45308194 19.53204880 283.678
Y06 0 169.41493794 19.53003123 121.508
1 169.41488054 19.53033803 121.508
2 169.41462732 19.53013778 121.508
3 169.41437411 19.52993753 121.508
4 169.41468472 19.52983098 121.508
5 169.41499534 19.52972443 121.508
6 169.41475000 19.53000000 121.508
Coordonnées géographiques (degrés décimaux)
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 Nom de N° capteur
l'antenne Longitude (Est) Latitude (Sud) Altitude (m)
Y07 0 169.44750515 19.51244661 111.348
1 169.44721951 19.51259260 112.208
2 169.44722508 19.51228333 109.818
3 169.44722107 19.51196401 107.278
4 169.44751293 19.51212616 107.468
5 169.44779774 19.51228333 107.558
6 169.44741666 19.51228333 109.708
Y08 0 169.41273439 19.48626676 243.764
1 169.41244820 19.48642253 243.764
2 169.41244820 19.48611100 243.764
3 169.41244820 19.48579946 243.764
4 169.41273439 19.48595523 243.764
5 169.41302058 19.48611100 243.764
6 169.41263900 19.48611100 243.764
Y09 0 169.37563660 19.49970603 486.126
1 169.37531113 19.49976013 486.126
2 169.37498566 19.49981422 486.126
3 169.37509869 19.49952148 486.126
4 169.37521153 19.49922873 486.126
5 169.37542416 19.49946738 486.126
6 169.37527800 19.49958300 486.126
Y10 0 169.47583716 19.51972200 220.944
1 169.47583716 19.51941046 220.944
2 169.47612341 19.51956623 220.944
3 169.47640966 19.51972200 220.944
4 169.47612341 19.51987776 220.944
5 169.47583716 19.52003353 220.944
6 169.47602800 19.51972200 220.944
Y11 0 169.34717503 19.53719787 487.981
1 169.34654696 19.53719787 487.981
2 169.34686100 19.53668525 487.981
3 169.34686100 19.53702700 487.981
Y12 0 169.36797200 19.62672200 156.153
Y13 0 169.43710272 19.52636425 57.16
1 169.43707128 19.52666064 57.16
2 169.43680712 19.52647542 57.16
3 169.43653688 19.52628938 57.16
4 169.43684135 19.52616611 57.16
5 169.43713175 19.52604381 57.16
6 169.43691666 19.52633333 57.16
Coordonnées géographiques (degrés décimaux)
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 Longitude (Est) Latitude (Sud) Altitude (m) 
Y30 169.45288 19.53494 326.39
Y31 169.44383 19.53178 288.65
Y32 169.45194 19.5255 351.78
Y33 169.46380 19.51689 137.29
Y34 169.48153 19.529 204.97
Y35 169.46558 19.54386 105.50
Y36 169.44141 19.54719 101.60
Y37 169.4205 19.53414 162.69
Y38 169.43991 19.51411 106.61
Y39 169.43127 19.50083 125.47
Nom de                     
la station
Coordonnées géographiques (degrés décimaux)
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#  << IRIS SEED Reader, Release 4.7.5.Fels >> 
#   
#  ======== CHANNEL RESPONSE DATA ======== 
B050F03     Station:     Y05 
B050F16     Network:     ZO 
B052F03     Location:    00 
B052F04     Channel:     EHZ 
B052F22     Start date:  2008,023,00:00:00 
B052F23     End date:    2008,239,23:00:00 
#  ======================================= 
#  +               +--------------------------------------------+                + 
#  +               |   Response (Poles & Zeros),   Y05 ch EHZ   |                + 
#  +               +--------------------------------------------+                + 
#   
B053F03     Transfer function type:                B [Analog (Hz)] 
B053F04     Stage sequence number:                 1 
B053F05     Response in units lookup:              M/S - Velocity 
B053F06     Response out units lookup:             V - Volts 
B053F07     A0 normalization factor:               11.6621 
B053F08     Normalization frequency:               1 
B053F09     Number of zeroes:                      2 
B053F14     Number of poles:                       2 
#  Complex zeroes: 
#    i  real          imag          real_error    imag_error 
B053F10-13    0  0.000000E+00  0.000000E+00  0.000000E+00  0.000000E+00 
B053F10-13    1  0.000000E+00  0.000000E+00  0.000000E+00  0.000000E+00 
#  Complex poles: 
#    i  real          imag          real_error    imag_error 
B053F15-18    0 -3.080000E+00  1.190000E+00  0.000000E+00  0.000000E+00 
B053F15-18    1 -3.080000E+00 -1.190000E+00  0.000000E+00  0.000000E+00 
#   
#  +                  +---------------------------------------+                  + 
#  +                  |       Channel Gain,   Y05 ch EHZ      |                  + 
#  +                  +---------------------------------------+                  + 
#   
B058F03     Stage sequence number:                 1 
B058F04     Gain:                                  1.920000E+03 
B058F05     Frequency of gain:                     1.000000E+00 HZ 
B058F06     Number of calibrations:                0 
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 PARAMETRES D'EXTRACTION IMAGE DU 30/06/2009 IMAGE DU 09/08/2009
ID SCENE 5 419-388/9 09/06/30 22:36:03 2 T 5 418-388/9 09/08/09 23:07:44 2 T
DATE / HEURE 2009-06-30 22:36:03;6 2009-08-09 23:07:44.9
INSTRUMENT HRG 2 HRG 2
NIVEAU DE PRETRAITEMENT 1A 1A
INDICATEUR DE LA BANDE SPECTRALE PAN PAN
ANGLE ORIENTATION 14.043121 degrés 12.111929 degrés
ANGLE D'INCIDENCE R 30.008656 degrés L 25.864166 degrés
RESOLUTION 2.5 mètres 2.5 mètres
POSITION DU CENTRE DE L'IMAGE
LATITUDE S19° 29' 29'' S19° 29' 39''
LONGITUDE E169° 26' 19'' E169° 10' 12''
POSITION DES COINS DE L'IMAGE
COIN 1 S19° 8' 24'' - E169° 8' 22'' S19° 9' 39'' - E169° 53' 40''
COIN 2 S19° 18' 43'' - E169° 51' 54'' S19° 17' 59'' - E169° 34' 33''
COIN 3 S19° 50' 19'' - E169° 43' 22'' S19° 49' 45'' - E169° 27' 35''
COIN 4 S19° 39' 57'' - E169° 59' 42'' S19° 41' 25'' - E169° 46' 34''
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❚❛♥♥❛✱ ❜✮ ♣♦✐♥. ❞❡ ❝♦♥.-4❧❡ ♣❧❛❝+ ❛✉① ❡♥✈✐-♦♥ ❞❡ ❙✉❧❢✉- ❇❛②✱ B ❧✬❊✲◆❊ ❞✉ ❝4♥❡ ❞✉
❨❛2✉-✱ ❡. ✈✉ 2✉- ❧❡2 ❞❡✉① ✐♠❛❣❡2 ❙H❖❚✳
✷✾✶
❝♦♠♠✉♥% ❛✉① ❞❡✉① ✐♠❛❣❡% %♦♥, %-❧❡❝,✐♦♥♥-% ✐♥,-/❛❝,✐✈❡♠❡♥, 1 ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝✉/%❡✉/✳
❆ ❧✬✐♥✈❡/%❡ ❞❡% ♣♦✐♥,% ❞❡ ❝♦♥,/6❧❡✱ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦/♠❛,✐♦♥ %✉/ ❧❛ ♣♦%✐,✐♦♥ ❣-♦❣/❛♣❤✐:✉❡
❞❡% ♣♦✐♥,% ❤♦♠♦❧♦❣✉❡% ♥✬❡%, 1 ❢♦✉/♥✐/✳ ;❧✉%✐❡✉/% ❝/✐,</❡% %♦♥, 1 ♣/❡♥❞/❡ ❡♥ ❝♦♠♣,❡
❞❛♥% ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡% ♣♦✐♥,% ❤♦♠♦❧♦❣✉❡% ✿
✶✳ ▲❡ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ ♣♦✐♥,% ❞❡ ❝♦//❡%♣♦♥❞❛♥❝❡ ✿ ♣❧✉% ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ ♣♦✐♥,% ❤♦♠♦❧♦❣✉❡%
❡%, ❣/❛♥❞✱ ♣❧✉% ❧❛ :✉❛❧✐,- ❞✉ ▼◆❚ ✜♥❛❧ %❡/❛ ❛♠-❧✐♦/-❡✳
✷✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉/ ❞✉ ✏▼❛①✐♠✉♠ ❨ ;❛/❛❧❧❛①✑ :✉✐ ♣❡/♠❡, ❞❡ ❝♦♥,/6❧❡/ ❧✬❡//❡✉/ ❣❧♦❜❛❧❡
✐♥❞✉✐,❡ ♣❛/ ❧❛ %-❧❡❝,✐♦♥ ❞❡% ♣♦✐♥,% ❤♦♠♦❧♦❣✉❡%✳ ▲✬❡//❡✉/ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✉,♦/✐%-❡ ♣❛/
❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬❡①,/❛❝,✐♦♥ ❡%, ❞❡ ✶✵ ♣✐①❡❧%✱ ❧✬♦❜❥❡❝,✐❢ -,❛♥, ❞✬♦❜,❡♥✐/ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉/
♣/♦❝❤❡ ❞❡ ✵✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡% ♣♦✐♥,% ❞❡ ❝♦//❡%♣♦♥❞❛♥❝❡ ♣♦✉/ ❧✬❡①,/❛❝,✐♦♥ ❞✉ ▼◆❚ ❞❡ ❧❛ ❝❛❧❞❡✐/❛
❞❡ ❙✐✇✐✱ ✼✵ ♣♦✐♥,% ❛✉ ,♦,❛❧ ❡%%❡♥,✐❡❧❧❡♠❡♥, /-♣❛/,✐% ❞❛♥% ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥,-/O, ❛✐♥%✐ :✉❡
%✉/ ❧❛ ❝6,❡ ♦✉❡%, ❞❡ ❧✬P❧❡ ✭❆♥♥❡①❡ ■■✳✻✮✱ ❛ ❝♦♥❞✉✐, 1 ✉♥❡ ✈❛❧❡✉/ ❞❡ ♣❛/❛❧❧❛①❡ ❡♥ ❨ ❞❡
✶✱✶✾✸✽✱ ❝❡ :✉✐ ❡%, ✉♥❡ ✈❛❧❡✉/ ,♦✉, 1 ❢❛✐, ❛❝❝❡♣,❛❜❧❡✳
▲❡% ♣♦✐♥,% ❤♦♠♦❧♦❣✉❡% %♦♥, ❡♥%✉✐,❡ ✉,✐❧✐%-% ♣♦✉/ ❣-♥-/❡/ ❞❡% ✐♠❛❣❡% -♣✐♣♦❧❛✐/❡%✳
▲❡% ✐♠❛❣❡% -♣✐♣♦❧❛✐/❡%✱ ❞♦♥, ❧❡ ♣/✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥%,/✉❝,✐♦♥ ❡%, ❞-❝/✐, ❝✐✲❞❡%%♦✉%✱ ❞-✲
❝/✐✈❡♥, ❧❛ /❡❧❛,✐♦♥ ❡♥,/❡ ❧❡% ♣✐①❡❧% ❞❛♥% ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ %,-/-♦%❝♦♣✐:✉❡%✳
;/✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥%,/✉❝,✐♦♥ ❞❡% ✐♠❛❣❡% -♣✐♣♦❧❛✐/❡% ❙✐ ♣ ❡%, ❧❛ ♣/♦❥❡❝,✐♦♥ %✉/ ✉♥❡
✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥, ; ✈✉ ❞❡♣✉✐% ❧❡ ♣♦✐♥, ❖✱ ❧❡ ♣♦✐♥, :✉✐ ❧✉✐ ❝♦//❡%♣♦♥❞ %✉/ ❧❛ %❡❝♦♥❞❡
✐♠❛❣❡ ❧♦/%:✉❡ ; ❡%, ✈✉ ❛✉ ♣♦✐♥, ❖✬✱ ♣✬✱ ❛♣♣❛/,✐❡♥, ❢♦/❝-♠❡♥, 1 ❧❛ ❧✐❣♥❡ -♣✐♣♦❧❛✐/❡✳
▲❡% ❧✐❣♥❡% -♣✐♣♦❧❛✐/❡% %♦♥, ❧❡% ,/❛❝❡% ❞✉ ♣❧❛♥ ✭❖✱❖✬✱;✮ %✉/ ❧❡% ❞❡✉① ✐♠❛❣❡% %,-/-♦✲
%❝♦♣✐:✉❡%✳ ▲❡% ♣♦✐♥,% ❡ ❡, ❡✬ %♦♥, ✜①❡% ❡, %♦♥, ❛♣♣❡❧-% ❧❡% -♣✐♣6❧❡% ✭❆♥♥❡①❡ ■■✳✼✮✳
▲✬❛♥♥❡①❡ ■■✳✽ ♠♦♥,/❡ ❧❡% ✐♠❛❣❡% -♣✐♣♦❧❛✐/❡% ❝♦♥,/✉✐,❡% 1 ♣❛/,✐/ ❞❡% ♣♦✐♥,% ❤♦♠♦✲
❧♦❣✉❡% %-❧❡❝,✐♦♥♥-❡% %✉/ ❧✬■❧❡ ❞❡ ❚❛♥♥❛✳
✺ ❉"✜♥✐&✐♦♥ ❞❡* ♣❛-❛♠/&-❡* ❞✬❡①&-❛❝&✐♦♥ ❞✉ ▼◆❚
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡% ♣❛/❛♠<,/❡% ❞✬❡①,/❛❝,✐♦♥ %❡ ❞-/♦✉❧❡ ❡♥ ❞❡✉① -,❛♣❡% ❛✈❡❝ ❞❛♥% ✉♥❡
♣/❡♠✐❡/ ,❡♠♣% ❧❛ %-❧❡❝,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✬P❧❡ ♣♦✉/ ❧❛:✉❡❧❧❡ ❧❡ ▼◆❚ %❡/❛ ❡①,/❛✐,✱ %✉✐✈✐
❞❡ ❧❛ ❞-✜♥✐,✐♦♥ ❞❡% ♣❛/❛♠<,/❡% ❞✬❡①,/❛❝,✐♦♥ ♠O♠❡ ❞✉ ▼◆❚✳
✷✾✷
❆♥♥❡①❡ ■■✳✻ ✿ ❛✮ ❘+♣❛-.✐.✐♦♥ ❞❡2 ♣♦✐♥.2 ❞❡ ❝♦--❡2♣♦♥❞❛♥❝❡ ✭❡♥ -♦✉❣❡✮ ♣❧❛❝+2 2✉- ❧✬■❧❡
❞❡ ❚❛♥♥❛✱ ❜✮ ♣♦✐♥. ❤♦♠♦❧♦❣✉❡ ♣❧❛❝+ ❛✉① ❡♥✈✐-♦♥ ❞❡ ?♦-. ❘+2♦❧✉.✐♦♥✱ ❡. ✈✉ 2✉- ❧❡2
❞❡✉① ✐♠❛❣❡2 ❞✉ ✸✵ ❏✉✐♥ ✭C ❣❛✉❝❤❡✮ ❡. ✾ ❆♦E. ✷✵✵✾ ✭C ❞-♦✐.❡✮✳
✷✾✸
 ❆♥♥❡①❡ ■■✳✼ ✿ ❙❝❤+♠❛ ✐❧❧✉123❛♥2 ❧❡ ♣3✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❣+♦♠+23✐❡ +♣✐♣♦❧❛✐3❡✳
✺✳✶ ▲❛ ③♦♥❡ ❞✬❡①,-❛❝,✐♦♥
▲❛ 1+❧❡❝2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬❡①23❛❝2✐♦♥ ❡12 ❞+✜♥✐❡ 1✉✐✈❛♥2 23♦✐1 ♣❛3❛♠=23❡1 >✉✐ 1♦♥2
❧❡1 ❝♦♦3❞♦♥♥+❡1 ❣+♦❣3❛♣❤✐>✉❡1 ❞✉ ❝♦✐♥ 1✉♣+3✐❡✉3 ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❛ 2❛✐❧❧❡ ❞❡1 ♣✐①❡❧1✱ ❥♦✉❛♥2
1✉3 ❧❛ 3+1♦❧✉2✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ▼◆❚ ❡2 ❧❡ ♥♦♠❜3❡ ❞❡ ♣✐①❡❧1 E ❡①23❛✐3❡ ❡♥ ❳ ✭❡♥ ❧♦♥❣✐2✉❞❡✮
❡2 ❨ ✭❡♥ ❧❛2✐2✉❞❡✮✳ ❊◆❱■ ❛②❛♥2 +2+ ♣❧❛❝+ ❡♥ ❞❡❣3+1 ❞+❝✐♠❛✉①✱ ❧❡1 ❝♦♦3❞♦♥♥+❡1 ❣+♦✲
❣3❛♣❤✐>✉❡1 ❛✐♥1✐ >✉❡ ❧❛ 2❛✐❧❧❡ ❞❡1 ♣✐①❡❧1 1♦♥2 ❡♥23+1 ❞❛♥1 ❝❡22❡ ✉♥✐2+✳ N♦✉3 ❧✬❡①23❛❝2✐♦♥
❞✉ ▼◆❚ ❞❡ ❧❛ ❝❛❧❞❡✐3❛ ❞❡ ❙✐✇✐✱ ❧❡1 ❝3✐2=3❡1 1✉✐✈❛♥21 ♦♥2 +2+ ❝❤♦✐1✐1 ✿
✶✳ ❈♦♦3❞♦♥♥+❡1 ❞✉ ❝♦✐♥ 1✉♣+3✐❡✉3 ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❊✶✻✾✱✹✶✻✻✻✼ ❀ ❙✶✾ ❀✺✵✽✸✸✸
✷✳ ❚❛✐❧❧❡ ❞❡1 ♣✐①❡❧1 ✿ ❳=✵✱✵✵✵✵✾✺✷✻✻ ❀ ❨=✵✱✵✵✵✵✾✵✸✸
❈❡22❡ 2❛✐❧❧❡ ❞❡ ♣✐①❡❧1 ❝♦33❡1♣♦♥❞ E ✉♥❡ 2❛✐❧❧❡ ❞❡ ✶✵ ♠=23❡1 ♣❛3 ✶✵ ♠=23❡1 ♣♦✉3
❧❡1 ♣✐①❡❧1 ❞✉ ▼◆❚ ✜♥❛❧✳
✸✳ ◆♦♠❜3❡ ❞❡ ♣✐①❡❧1 ✿ ❳=✶✵✺✵ ❀ ❨=✾✽✺
✺✳✷ ▲❡1 ♣❛-❛♠4,-❡1 ❞✬❡①,-❛❝,✐♦♥
▲❛ ❞+✜♥✐2✐♦♥ ❞❡1 ♣❛3❛♠=23❡1 ❞✬❡①23❛❝2✐♦♥ ✐♥✢✉❡3❛ ❞✐3❡❝2❡♠❡♥2 1✉3 ❧❛ >✉❛❧✐2+ ❞❡
❧✬❡①23❛❝2✐♦♥✳ ■❧ 1✬❛❣✐2 ❞❛♥1 ❝❡22❡ +2❛♣❡ ❞❡ ❞+✜♥✐3 ♣❧✉1 ♣3+❝✐1+♠❡♥2 ✭✶✮ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❞❡ ❝♦33+❧❛2✐♦♥✱ ❝♦♠♣3✐1 ❡♥23❡ ✵ ❡2 ✶✱ E ♣❛32✐3 ❞✉>✉❡❧ ❞❡✉① ♣♦✐♥21 1♦♥2 ❝♦♥1✐❞+3+1
❝♦♠♠❡ 1✐♠✐❧❛✐3❡1✱ ✭✷✮ ❧❛ ✈❛❧❡✉3 ❞❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ✭✸✮ ❧❡ ♣♦✉❝❡♥2❛❣❡ ❞❡ ♣✐①❡❧1 E
3♦❣♥❡3 1✉3 ❧❡1 ❜♦3❞1 ❞✉ ▼◆❚ ✜♥❛❧✱ ✭✹✮ ❧❛ 2❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥X23❡ ✉2✐❧✐1+❡ ♣♦✉3 3❡♣+3❡3
✷✾✹
❆♥♥❡①❡ ■■✳✽ ✿ ❙✉♣❡+♣♦-✐/✐♦♥ ❞❡- ✐♠❛❣❡- 4♣✐♣♦❧❛✐+❡- ✭❧✬✉♥❡ ❡♥ ❜❧❡✉✱ ❧✬❛✉/+❡ ❡♥ +♦✉❣❡✮
❛✮ ❞❡ ❧✬■❧❡ ❞❡ ❚❛♥♥❛ ❡/ ❜✮ ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ ❛✉ -✉❞✲❡-/ ❞❡ ❧✬>❧❡ ❝♦♠♣+❡♥❛♥/ ❧❡ ❝@♥❡ ❞✉ ❨❛-✉+
❡/ ❙✉❧❢✉+ ❇❛② ❛✉ ♥♦+❞✲❡-/✱ ♠❛+E✉4❡ ♣❛+ ❧❡ ❝❛❞+❡ ❜❧❛♥❝ -✉+ ❧❛ ✈✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬>❧❡✳
✷✾✺
❞❡" ♣♦✐♥'" "✐♠✐❧❛✐+❡" ❡' ✭✺✮ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞1'❛✐❧ ❞✉ '❡++❛✐♥✳ ❈❡ ❞❡+♥✐❡+ ♣❛+❛♠4'+❡
❞1'❡+♠✐♥❡ ❧❡ ♥✐✈❡✉ ❞❡ ❞1'❛✐❧ ❞✉ ▼◆❚ ❡' ✐♥✢✉❡ ❞♦♥❝ "✉+ ❧❛ +1"♦❧✉'✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡
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